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Resumen
Se aborda el problema del acoplamiento de campos de espines altos con
un background no dina´mico, tenie´ndose particular intere´s en espacios 2 + 1 di-
mensionales. Partiendo de una formulacio´n lagrangiana de campos apropiada,
se estudian la causalidad y la conservacio´n del nu´mero de grados de libertad
locales en una teor´ıa con interaccio´n con campos gravitacionales no dina´mi-
cos, verifica´ndose que tal clase de teor´ıa so´lo es consistente en ciertos tipos de
espacio-tiempo, como los de de (Anti-) Sitter. Por otro lado, se enfoca el pro-
blema del acoplamiento del campo gravitacional (ahora como objeto dina´mico)
con campos materiales como fuentes, desde el punto de vista de una formu-
lacio´n de calibre de tipo Yang-Mills. All´ı se encuentran posibles restricciones
sobre la forma en co´mo se distribuyen los campos materiales, y se muestra
que la introduccio´n de campos auxiliares acoplados con la conexio´n de cali-
bre eliminan las restricciones sobre tales campos materiales. El modelo de la
formulacio´n de calibre de la gravedad topolo´gicamente masiva con constante
cosmolo´gica, es brevemente discutido, mostra´ndose que posee una ecuacio´n de
campo consistente con la esperada en el l´ımite de torsio´n nula.
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1) Introduccio´n
La obtencio´n de una descripcio´n consistente de la interaccio´n con campos de es-
pines altos posee particular importancia ya que nos permitir´ıa establecer un puente
entre estos campos y el mundo observable.
El intere´s por el estudio de campos de espines altos tiene muchos afluentes. Por
ejemplo, podemos notar que la teor´ıa de cuerdas incluye una cantidad infinita de exita-
ciones masivas con todos los espines posibles y por tanto permitir´ıa alguna descripcio´n
consistente de la interaccio´n de campos (por ejemplo con un campo electromagne´tico
o gravitacional externos) con espines arbitrarios.
Existe una evidencia a favor de la introduccio´n de la teor´ıa de cuerdas en el
problema del acoplamiento [1] como es el caso en que las ecuaciones de movimiento
consistentes para el campo masivo de esp´ın 2 puedan ser construidas a partir de
una serie infinita de te´rminos en un background gravitacional arbitrario. Este tipo
de series infinitas aparecen de manera natural en teor´ıa de cuerdas, razo´n por la
cual e´sta podr´ıa imponerse como una aproximacio´n consistente para la descripcio´n
de la interaccio´n de espines altos. En este sentido, existe tambie´n un estudio de la
propagacio´n consistente de esp´ın 2 con interaccio´n gravitacional [2] que respalda la
idea de considerar un conjunto infinito de campos masivos.
Si consideramos la teor´ıa de campos ordinaria, las formulaciones lagrangianas
cla´sicas con interaccio´n para campos de espines altos son conocidas para ciertos es-
pacios. Por ejemplo, muchos autores [3]-[10] han abordado teor´ıas de campos masivos
con espines enteros en un espacio-tiempo de curvatura constante, y entre otros [11]
se incorporan, adema´s, espacios no Einstenianos.
Entre las posibles interacciones, la electromagne´tica ha sido considerada y ha
servido de marco para el estudio de muchos modelos. Podemos mencionar la teor´ıa
de un campo masivo de esp´ın 2 en un campo electromagne´tico homoge´neo [12] en
el contexto de la cuerda boso´nica en dimensio´n d=26, y un resultado ana´logo (pero
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en teor´ıa ordinaria de campos) tambie´n es obtenido [13]. Hay otro estudio similar
para esp´ın 3 [14]. Sin embargo, en este trabajo centraremos nuestra atencio´n en el
problema de la interaccio´n con la gravitacio´n.
Entonces, en el contexto de la teor´ıa de campos ordinaria surge la pregunta crucial:
¿que´ obsta´culos ocurren en la construccio´n de una teor´ıa consistente de campos de
espines altos con interaccio´n externa?.
La razo´n esencial es que existen por lo menos dos formas mediante las cuales la
interaccio´n destruye la consistencia de una teor´ıa de esp´ın alto. Primero, la interaccio´n
puede cambiar el nu´mero de grados dina´micos de libertad. Por ejemplo, un campo
masivo de esp´ın s en un espacio-tiempo Minkowskiano 3+1 dimensional, esta´ descrito
por un tensor sime´trico, transverso y sin traza de rango s que satisface las condiciones:
(−m2)φµ1µ2...µs = 0, ∂µφµµ1...µs−1 = 0, φµµµ1...µs−2 = 0 . (1)
En las referencias [15],[16] se muestra que para reproducir estas ecuaciones a par-
tir de un lagrangiano es necesario introducir s − 1 campos auxiliares χµ1µ2...µs−2,
χµ1µ2...µs−3,...,χ. Estos campos sime´tricos y sin traza se anulan en la capa de ma-
sas, pero la presencia de ellos en la teor´ıa provee una descripcio´n lagrangiana de las
condiciones (1) (en espacios de mayor dimensio´n aparecen campos con una estruc-
tura tensorial ma´s compleja pero la situacio´n general permanece ide´ntica, esto es, la
descripcio´n lagrangiana siempre precisa la presencia de grados de libertad auxiliares
no f´ısicos).
La cuestio´n es, que estos campos auxiliares crean problemas cuando uno trata de
hacer aparecer la interaccio´n en la teor´ıa. Una interaccio´n arbitraria hace, en general,
que los campos auxiliares se propaguen, modificando el nu´mero de grados de libertad
locales. Por consiguiente, si se exige la ausencia de estos grados de libertad, entonces
aparecer´ıan restricciones adicionales sobre la forma posible de la interaccio´n.
El otro problema que podr´ıa surgir en la construccio´n de teor´ıas de interaccio´n
con espines altos es el relacionado con la posible violacio´n de la causalidad, el cual ha
sido notado por diversos autores [11],[17]-[19]. La situacio´n consiste en lo siguiente:
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consideremos un campo de esp´ın entero descrito mediante un tensor cuyas componen-
tes son φB (B simboliza un conjunto de ı´ndices mixtos) en un espacio N dimensional.
Haciendo uso del sistema de v´ınculos lagrangianos [20] de la teor´ıa con interaccio´n,
podemos reescribir las ecuaciones de movimiento (obtenidas a partir de las variaciones
sobre la accio´n S =
∫
dNx
√−g L(φ, ∂φ)) de la forma
MAB
µν∂µ∂νφ
B + ... = 0, µ, ν = 0, ..., N − 1 . (2)
El objeto MAB
µν permite definir la matriz caracter´ıstica, MAB(n) ≡ MABµνnµnν ,
que posee como argumento al multivector nµ de N componentes. La ecuacio´n ca-
racter´ıstica correspondiente es detMAB(n) = 0. Las soluciones de e´sta definen una
hipersuperficie con nµ normal a la misma. De esto sigue que, si para cualquier ni
(i = 1, 2, ..., N − 1), las posibles componentes n0 = n0(ni) (obtenidas despue´s de
despejar n0 de la ecuacio´n caracter´ıstica) son reales, entonces el sistema de ecuacio-
nes diferenciales (2) es llamado hiperbo´lico y describe un proceso de propagacio´n. Un
sistema de ecuaciones hiperbo´lico es llamado causal si la ecuacio´n caracter´ıstica no
posee, dentro de las posibles soluciones, vectores tipo tiempo (de lo contrario impli-
car´ıa que la hipersuperficie ortogonal ser´ıa de tipo espacio y por tanto, los puntos de
ella estar´ıan conectados de manera no causal). Entonces, la cuestio´n es que si intro-
ducimos interaccio´n en la teor´ıa, la matriz caracter´ıstica MAB(n) se puede modificar
de manera tal que la causalidad podr´ıa ser violada.
Queremos subrayar que la posible inconsistencia mencionada en la parte anterior,
relacionada tanto con la no conservacio´n de los grados de libertad como la violacio´n
de la causalidad, y enmarcada en la teor´ıa de campos presupone un espacio-tiempo
no dina´mico. Desde otro punto de vista podr´ıa ser va´lido preguntarse que´ suceder´ıa
si el background fuese dina´mico. En otras palabras, se plantea el problema de la
consistencia, considerando al campo gravitacional como un objeto dina´mico.
En te´rminos de la teor´ıa de campos, se podr´ıan destacar dos enfoques para explo-
rar el acoplamiento de un campo gravitacional dina´mico con campos materiales. Por
un lado podr´ıa pensarse en agregarle a la densidad lagrangiana de Hilbert-Einstein
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una serie de te´rminos lagrangianos de interaccio´n no minimales, constru´ıdos mediante
contracciones de componentes del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel con los
campos materiales, al estilo de los te´rminos introducidos, por ejemplo en las referen-
cias [3],[11].
Sin embargo, existe otra corriente, relativamente menos explorada como la de
estudiar el acoplamiento de la gravitacio´n con la materia pero desde el punto de vista
de una formulacio´n de calibre de la gravedad. El deseo natural de que la gravitacio´n
pueda ser tratada, al menos hasta cierto nivel de analog´ıa como una teor´ıa de calibre
ha sido un tema considerado por muchos autores [21]-[38]. Esta motivacio´n quiza´s
se ha mantenido esencialmente debido al e´xito alcanzado por la teor´ıa de calibre de
Yang-Mills [39] en su aplicacio´n al modelo electro-de´bil [40]-[42], entre otras, con la
esperanza de que algo similar ocurriese con la gravitacio´n.
Cuando en general hablamos de formulaciones de calibre de la gravedad nos refe-
rimos heur´ısticamente a construcciones donde este campo este´ descrito mediante un
conexio´n sobre cierto fibrado, y que la formulacio´n Lagrangiana sea, por ejemplo del
tipo Yang-Mills [25],[38]. Dentro del gran conjunto de propuestas, enfocaremos nues-
tro intere´s en la que se fundamenta en el fibrado de referenciales con grupo de calibre
GL(N,R) [25],[38], por tener e´sta un origen muy intuitivo a partir de los conceptos
geome´tricos involucrados en la Relatividad General.
En definitiva, sea cual sea la formulacio´n de calibre que adoptemos (asumiendo que
la naturaleza refleja parte de su funcionamiento de esa manera) se hace necesario tener
un esquema consistente para el acoplamiento del campo gravitacional con fuentes
materiales, lo cual, de ser posible constituir´ıa un aporte significativo en la verificacio´n
y veracidad de tal modelo.
Este trabajo esta´ organizado como sigue. En el Cap´ıtulo 2 revisamos la teor´ıa
del modelo autodual de esp´ın 2 en un espacio-tiempo plano 2+1 dimensional. All´ı,
siguiendo el procedimiento para la obtencio´n de la accio´n reducida, se realiza la discu-
sio´n de los conmutadores de los operadores meca´nico-cua´nticos de tal teor´ıa, as´ı como
la de los generadores del a´lgebra de Poincare´. En el Cap´ıtulo 3, extendemos la teor´ıa
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autodual de esp´ın 2 al caso de un espacio-tiempo curvo, revelando la situacio´n ge-
neral en la que la preservacio´n del nu´mero de grados de libertad es rota. Como caso
particular, son estudiados los espacios de dS y AdS, en donde es respetado el nu´me-
ro de grados de libertad y la causalidad. Un posible procedimiento, como extensio´n
al usado en el caso plano, para la obtencio´n de la accio´n reducida en dS/AdS, es
implementado.
En el Cap´ıtulo 4, exploramos una posible formulacio´n de calibre para la gra-
vitacio´n, basada en la idea del fibrado de referenciales. Comenzando con el caso del
vac´ıo cosmolo´gico, se muestra que la consistencia de tal teor´ıa con la formulacio´n de
Hilbert-Einstein demanda que la constante cosmolo´gica debe contribuir de manera
cuadra´tica. Seguidamente (sec. 4.2), se discute un posible esquema de acoplamiento
no minimal con campos materiales, considerando un espacio 2 + 1 dimensional como
un escenario de prueba sencillo. All´ı, mostramos que para evitar las inconsistencias
que ocurren entre la dina´mica obtenida de esta formulacio´n, comparada con la que
se obtiene de la teor´ıa de Hilbert-Einstein, debemos introducir ciertas restricciones
sobre los campos materiales. Con la introduccio´n de campos auxiliares, acoplados
de manera no minimal con la gravitacio´n, se muestra que es posible eliminar las
restricciones sobre los campos materiales. En la seccio´n final (4.4.1), presentamos
el modelo de la formulacio´n de calibre de la gravedad topolo´gicamente masiva con
constante cosmolo´gica. All´ı discutimos su consistencia con el modelo de Deser [65].
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2) Teor´ıa Autodual de esp´ın 2 en un espacio-tiempo plano
Los estados de una part´ıcula son especificados por los casimires del a´lgebra de
Poincare´. En dimensio´n 2 + 1, el a´lgebra resulta ser
[Jµ, Jν ] = iǫµνλJλ , (3)
[Pµ, Jν ] = iǫµνλPλ , (4)
[Pµ,Pν ] = 0 , (5)
donde Pµ y Jµ = 1
2
ǫµνλJνλ son los generadores hermı´ticos de translaciones y rotacio-
nes de Lorentz, respectivamente. Los casimires correspondientes son P2 y PµJµ, los
cuales actu´an sobre estados de una part´ıcula de la forma
(P2 +m2)Ψ = 0 , (6)
(PµJµ + sm)Ψ = 0 . (7)
La primer ecuacio´n es la bien conocida condicio´n de capa de masas, mientras que la
segunda especifica la helicidad, con s el esp´ın o helicidad de la part´ıcula.
Es conocido que para una part´ıcula masiva con esp´ın 1 se requiere un campo de una
componente. Sin embargo, usaremos un objeto (tensor) de tres componentes con la
finalidad de abordar una representacio´n lineal del grupo de Lorentz. Este campo debe
satisfacer ciertas condiciones subsidiarias con las cuales se eliminen las componentes
no requeridas. Si realizamos Pµ en unidades naturales como i ∂µ, y (J1µ)λρ .= i ǫµλρ
obtendremos una representacio´n del a´lgebra de Lie (2.1-2-3) sobre vectores (en general
es sabido [43] que la escogencia hecha para (J1
µ)λ
ρ no es u´nica, pues es posible agregar
una parte orbital sin afectar el a´lgebra de Poincare´). La condicio´n de Pauli-Lubanski
sera´
(P.J + sm)µλ V λ = −ǫµνλ ∂νVλ + smV µ = 0 . (8)
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La condicio´n subsidiaria aparece como una restriccio´n de transversalidad presente en
(8)
Pµ V µ = 0 . (9)
La otra condicio´n subsidiaria ocurre de la componente temporal de (8) que corres-
ponde a un v´ınculo.
Pensamos ahora en (8) como la ecuacio´n de movimiento de una teor´ıa de campos.
La manera covariante de ver que solamente aparecen las componentes f´ısicas consiste
en el formalismo de Proyectores (Ape´ndice A). En este sentido, la relacio´n (8) es
reescrita como
[− 12 (P+ −P−) + sm(P+ +P−)]VT = 0 , (10)
donde consideraremos que V µ puede ser descompuesto como V = VT + VL, con
PVT = VT , PVL = 0. Si miramos a esta ecuacio´n como la proveniente de una teor´ıa
con una fuente externa, es inmediato ver que para esp´ın s = +1 (−1) habra´ un polo
masivo para VT+ (VT− ), confirmando el hecho de que solamente hay un grado de
libertad con masa m. Si ”elevamos al cuadrado” la ecuacio´n (10), la condicio´n de
capa de masas es obtenida.
La accio´n que tiene a (8) como su ecuacio´n de movimiento, es la accio´n autodual
[44]
Sad
(1) = −ms
2
∫
d3x(ǫµνλ aµ∂νaλ + smaµa
µ) , (11)
con s = ±1. Las teor´ıas autoduales en espacios de dimensio´n impar han recibido una
considerable atencio´n y particularmente, en dimensio´n 2 + 1 son estudiadas debido a
su conexio´n con la f´ısica de altas temperaturas en dimensio´n 3 + 1 [45] y con la f´ısica
de la materia condensada [46],[47].
Otra realizacio´n para una part´ıcula masiva de esp´ın 1 masivo es el modelo to-
polo´gico masivo abeliano
STM = −1
4
∫
d3x(FµνF
µν − smǫµνλ aµFνλ) , (12)
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con Fµν = ∂µaν − ∂νaµ y otra vez s = ±1. La ecuacio´n de movimiento es ahora
ǫµνλ ∂ν
∗F λ + sm∗F
µ = 0 , (13)
donde ∗F µ es el dual de Poincare´ de F µν , y la condicio´n subsidiaria ∂µ∗F
µ = 0 es
ahora la identidad de Bianchi asociada con la invariancia de calibre δaµ = ∂µΛ. Este
hecho (cambiar una ecuacio´n de movimiento por la identidad de Bianchi) es una sen˜al
de la dualidad entre ambos modelos, como de hecho lo son [48]-[50].
Si buscamos realizar una teor´ıa de esp´ın 2 masivo, primero tomamos una re-
presentacio´n del a´lgebra de Lie actuando sobre 2-tensores sime´tricos. Para esto, esco-
gemos
(J2
µ)αβρσ
.
=
i
2
(δαρ ǫ
βµ
σ + δ
β
ρ ǫ
αµ
σ + δ
α
σ ǫ
βµ
ρ + δ
β
σ ǫ
αµ
ρ) , (14)
el cual satisface (3). Actuando sobre 2-tensores sime´tricos, transversos y sin traza
(p.ej., h(s)Ttαβ), la condicio´n de Pauli-Lubanski es establecida como
(P.J2 + sm)αβρσ h(s)Ttρσ = 0 . (15)
con s = ±2 y (sm)αβρσ = sm δαβρσ = sm2 (δαρδβσ + δβρδασ). Expl´ıcitamente, la ecua-
cio´n (15) es
− ǫαλρ ∂λh(s)Ttρβ + sm
2
h(s)Ttαβ = 0 , (16)
y puede verse que solo se propaga un modo masivo de los dos presentes en h(s)Ttαβ ,
cuando es considerada como la ecuacio´n de movimiento de una teor´ıa de campos.
Para esto, escribimos (15) en el lenguaje de proyectores usando los proyectores de
2-tensores generales hαβ como sigue
[− 12 (P+(2) −P−(2)) + sm
2
(P+
(2) +P−
(2))]hTt = 0 , (17)
y otra vez, como en el caso de esp´ın 1 la propagacio´n solo esta´ asociada a la compo-
nente hTt+ (hTt−), si el esp´ın es s = +2 (s = −2).
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Para un tensor general hµν , las ecuaciones que nos conduce a (16) son las de la
accio´n de esp´ın 2 autodual [51]
Sad
(2) =
m
2
∫
d3x(ǫµνλhµ
α∂νhλα −m(hµνhνµ − h2)) , (18)
donde h es la traza del campo.
Para explorar la posibilidad de una formulacio´n me´trica de Sad
(2) consideremos la
descomposicio´n hµν = h
(s)
µν + ǫµνλV
λ, con h(s)µν = h
(s)
νµ. En este caso (18) es
Sad
(2) =
m
2
∫
d3x
(
ǫµνλh(s)µ
α
∂νh
(s)
λα −m(h(s)µνh(s)µν − h(s)2)
+ 2V µ(∂µh
(s) − ∂νh(s)µν)− ǫµνλVµ∂νVλ − 2mVµV µ
)
. (19)
Desde un punto de vista dina´mico, es posible entender el papel de ”eliminador” de
espines bajos que juega la parte antisime´trica de hµν , si examinamos las ecuaciones
de movimiento que se derivan de la accio´n (19), es decir
ǫµνλ∂µh
(s)
ν
α
+ ǫµνα∂µh
(s)
ν
λ − 2mh(s)λα + 2mηλαh(s) +
−2∂µV µηλα + ∂λV α + ∂αV λ = 0 , (20)
ǫµνλ∂µVν + 2mV
λ − ∂λh(s) + ∂µh(s)µλ = 0 . (21)
Inmediatamente, podemos ver que la traza y la divergencia de la ecuacio´n (20) pro-
porcionan, respectivamente
mh(s) − ∂µV µ = 0 , (22)
ǫµνλ∂νHλ − 2mHµ + 2m∂µh(s) +V µ − ∂µ∂αV α = 0 , (23)
donde Hλ ≡ ∂αh(s)λα, es el objeto que representa la propagacio´n de esp´ın 1 del campo
autodual sime´trico. La relacio´n (22) podr´ıa interpretarse, a primera vista como que
la propagacio´n de esp´ın cero del campo sime´trico es eliminada por la correspondiente
al campo antisime´trico, ∂µV
µ.
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Por otro lado, con la ayuda de (23), el ”rotacional” de (21) conduce a
Vσ = 0 , (24)
lo cual, junto con (22) nos proporciona la relacio´n suplementaria h(s) = 0. Ahora,
la ecuacio´n (21) asegura inmediatamente que Hλ ≡ ∂αh(s)λα = 0, tenie´ndose una
descripcio´n completa y consistente de una propagacio´n de esp´ın 2.
Lo anterior nos dice que la parte antisime´trica del campo autodual juega el rol
de eliminar la propagacio´n de la parte de esp´ın 1, Hλ de h(s)µν . Si no hubie´semos
considerado la existencia de Vµ desde el principio, es decir que hubieramos partido
con la accio´n Sad
(2)
(Vµ=0)
, la ecuacio´n de movimiento ser´ıa
ǫµνλ∂µh
(s)
ν
α
+ ǫµνα∂µh
(s)
ν
λ − 2mh(s)λα + 2mηλαh(s) = 0 , (25)
cuya traza nos indica correctamente que h(s) = 0 (no hay propagacio´n de esp´ın cero),
pero la divergencia de e´sta toma la forma
ǫµνλ∂νHλ − 2mHµ = 0 , (26)
indicando que propaga esp´ın 1 con masa 2|m|, y por tanto no habr´ıa una interpretacio´n
consistente para la propagacio´n de un esp´ın 2 puro.
As´ı, si pensamos en una formulacio´n me´trica para el esp´ın 2 autodual, necesita-
remos la presencia de un campo auxiliar que asegure la no propagacio´n de la parte
de esp´ın bajo contenida en h(s)µν . Este campo, en este caso puede ser tomado como
la parte antisime´trica de hµν y, por tanto la accio´n puede ser escrita en la forma
compacta (18).
2.1) La teor´ıa autodual de esp´ın 2 y su ana´lisis Lagrangiano
Seguidamente revisaremos el ana´lisis de los v´ınculos Lagrangianos de la accio´n
autodual de esp´ın 2 [52], cuya accio´n es (18), con la finalidad de reafirmar que tiene
el espectro esperado. Debido a que esta teor´ıa es de primer orden, las ecuaciones
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de movimiento que surgen de la extremal de Sad
(2) constituyen los nueve v´ınculos
Lagrangianos primarios siguientes
Eµρ ≡ mǫµνλ∂νhλρ +m2 (ηµρh− hρµ) ≈ 0 . (27)
Obse´rvese que E0ρ no posee derivadas temporales, as´ı que su preservacio´n nos da tres
v´ınculos secundarios. La preservacio´n de Eiρ proporciona las aceleraciones h¨kρ
h¨kρ = ∂kh˙0ρ +mǫik(δ
i
ρh˙− h˙ρ i) , (28)
donde ǫ0ij ≡ ǫij = ǫij . La preservacio´n de E0ρ puede verse en la capa de masas como
E˙0ρ ≈ ∂µEµρ −mǫρµαEµα = −m3ǫρµαhµα ≡ −m2 Eρ ≈ 0 , (29)
que expresa la propiedad de simetr´ıa de hµν . Continuando con el procedimiento,
E˙ρ ≈ 0 proporciona tres nuevos v´ınculos
E˙ρ = −m3ǫρµαh˙µα ≈ 0 , (30)
de e´stos, E˙i relaciona h˙0i con h˙i0. Si preservamos esta relacio´n obtenemos la ace-
leracio´n
h¨0i = h¨i0 = ∂ih˙00 +mǫij h˙0j . (31)
Para E˙0 podemos ver que en la capa de masas nos conduce al v´ınculo
E˙0 ≈ ∂µEµ − Eµµ = −2m4h ≡ −2m4h(s) ≈ 0 . (32)
Preservando e´ste, obtenemos un nuevo v´ınculo que relaciona h˙00 con h˙ii. Su posterior
preservacio´n, nos permite obtener la aceleracio´n faltante h¨00, o sea
h¨00 = h¨ii = ∂ih˙0i +mǫij h˙ij . (33)
As´ı culmina el procedimiento del ana´lisis de los v´ınculos Lagrangianos. Se tienen
entonces 16 v´ınculos Lagrangianos representados por Eµρ, Eρ, E˙ρ y h˙(s), indicando
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la existencia de solamente una excitacio´n en esta teor´ıa. Es fa´cil ver que el sistema
de v´ınculos Lagrangianos describe un campos sime´trico, transverso y sin traza que
satisface la ecuacio´n (−m2)h(s)Ttµν = 0, donde  ≡ ∂µ∂µ = −∂0∂0 +∆.
Si el campo autodual es descompuesto como
hµν ≡ h(s)µν + ǫµνλV λ , (34)
podemos tomar V λ = 0, V˙ λ = 0 deja´ndonos diez v´ınculos
h(s) = 0 , (35)
h˙(s) = 0 , (36)
∂µh
(s)µ
ν = 0 , (37)
mh(s)ii + ǫij∂ih
(s)
0j = 0 , (38)
mh(s)0i + ǫkl∂kh
(s)
li = 0 , (39)
h˙(s) ij =
1
2
δij h˙
(s)
kk =
m
2
(ǫikh
(s)
kj + ǫjkh
(s)
ki) +
1
2
(∂ih
(s)
0j +
+ ∂jh
(s)
0i − δij∂kh(s)0k) , (40)
que pueden ser resueltos dando
h(s)00 =
(−∆)2
m
hTT , (41)
h(s)0i = −(−∆)
m
(ǫij∂jh
TT +
∂i
m
h˙TT ) , (42)
h(s)ij = ǫikǫjl∂k∂lh
TT − (−∆+m
2)
m2
∂i∂jh
TT +
1
m
(ǫik∂k∂j + ǫjk∂k∂i)h˙
TT , (43)
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en te´rminos de u´nicamente el campo hTT y su velocidad h˙TT . La aceleracio´n de este
campo muestra el cara´cter masivo de la excitacio´n
h¨TT = −(−∆+m2)hTT . (44)
Si extraemos las partes ”+” y ”−” de este tensor sime´trico, transverso y sin traza
mediante
h(s)Tt±µν =
1
2
( 12 ±m

1
2
)
h(s)µν , (45)
entonces, en la capa de masas (
1
2 ∼ m) obtenemos
h(s)Tt+µν = h
(s)
µν , h
(s)Tt−
µν = 0 . (46)
Si cambiamos m por −m en la accio´n original, los roles de h(s)Tt+µν and h(s)Tt−µν se
intercambian. De hecho el esp´ın de la excitacio´n (como mostraremos en la seccio´n §
2.3), es s = 2 m|m| .
2.2) La accio´n reducida
Es bien sabido, que la formulacio´n Hamiltoniana que da pie al procedimiento
cano´nico de cuantizacio´n de Dirac pasa por la introduccio´n de la accio´n de la teor´ıa,
que escribimos de una manera gene´rica como
S =
∫
dt L(φn, φ˙n) , (47)
donde L(φn, φ˙n) es el lagrangiano que toma valores sobre las coordenadas gene-
ralizadas φn, n = 1, ..., N , las cuales eventualmente representara´n campos si pensamos
en el ı´ndice n como un ı´ndice compuesto de una parte discreta y otra cont´ınua. En
(47) convenimos φ˙n ≡ dφn
dt
.
Las ecuaciones de movimiento que se derivan de la extremal de (47) son
∂L
∂φn
− dPn
dt
= 0 , (48)
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donde Pn ≡ ∂L∂φ˙n es el momento cano´nico conjugado.
El espacio de fase 2N dimensional tiene coordenadas generales xA, A = 1, ..., 2N ,
y cano´nicas
(..., x(c)
A, ...) = (φ1, ..., φm, ..., φN , P1, ..., Pm, ..., PN) , (49)
con las cuales se define la estructura de corchetes de Poisson
{F,G} = ∂F
∂φn
∂G
∂Pn
− ∂G
∂φn
∂F
∂Pn
, (50)
donde F yG son objetos f´ısicos que toman valores sobre las coordenadas de la variedad
de fase. Los corchetes de Poisson satisfacen las conocidas relaciones algebraicas
{F,G} = −{G,F} , (51)
{F,GB} = {F,G}B +G{F,B} , (52)
{F, {G,B}}+ {G, {B,F}}+ {B, {F,G}} = 0 . (53)
Con esta estructura es posible establecer la dina´mica de un objeto f´ısico, enten-
diendo al Hamiltoniano cano´nico, H(c)(φ,P ) = Pn φ˙
n − L(φn, φ˙n) como el generador
de translaciones temporales, es decir A˙ = {A,H(c)}. Esto es realizable de manera
consistente con las ecuaciones de Hamilton
φ˙n = {φn, H(c)} = ∂H
(c)
∂Pn
, (54)
P˙n = {Pn, H(c)} = −∂H
(c)
∂φn
, (55)
si impl´ıcitamente estamos pensando en un Lagrangiano no singular, donde sea posible
despejar todas las velocidades φ˙n en te´rminos de las coordenadas y sus momentos
conjugados, a partir de la relacio´n Pn =
∂L
∂φ˙n
. Aqu´ı surge el obsta´culo principal de la
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formulacio´n Hamiltoniana: en general no es posible realizar esto u´ltimo, razo´n por la
cual Pn =
∂L
∂φ˙n
puede conducir a relaciones entre coordenadas y momentos, las cuales
reciben el nombre de v´ınculos primarios.
De manera general, un Lagrangiano es identificado como singular, verificando
la nulidad del determinante de la matriz ∂
2L
∂φ˙n∂φ˙m
. Esto permite escribir los v´ınculos
primarios de la forma γ(1)k(φ, P ) ≈ 0, k = 1, ..., K, y a partir de e´stos extendemos el
Hamiltoniano como
H˜ = H(c) + ukγ
(1)
k , (56)
con el cual reestablecemos la dina´mica en te´rminos de la estructura de Poisson to-
mando en cuenta los v´ınculos, es decir
A˙ = {A, H˜}|γ(1)k≈0 . (57)
Pero los v´ınculos primarios, como objetos f´ısicos conservados deben ser consistentes
con la dina´mica establecida, lo que puede conducir a la aparicio´n de los v´ınculos
secundarios, γ(2)l(φ, P ) ≈ 0, l = K + 1, ...,M . E´stos, como los primarios son sujetos
a la consistencia con la dina´mica, da´ndose a lugar todo el proceso de la formulacio´n
cano´nica, muy bien conocido.
Para el procedimiento de Dirac, la distincio´n fundamental entre los v´ınculos no
es la de primarios o secundarios, sino cuando estos se agrupan en v´ınculos de pri-
mera clase y de segunda clase. Esto es, los v´ınculos que ”conmutan” y los que ”no
conmutan”, segu´n la estructura de Poisson.
De existir u´nicamente v´ınculos de primera clase es posible escoger el camino de la
cuantizacio´n con estados etiquetados por representantes de las clases de equivalencia
(o mo´dulo transformaciones de calibre) de los campos. Pero, eventualmente el ana´lisis
de v´ınculos puede ser cambiado al de un conjunto puro de segunda clase, los cuales
denotaremos como χα ≈ 0, mediante fijaciones de calibre que corresponden a la
introduccio´n de nuevos v´ınculos. Es de observarse que con los v´ınculos de segunda
clase es posible construir una matriz no singular, Cαβ ≡ {χα, χβ}, a partir de la cual
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son introducidos los corchetes de Dirac de dos objetos f´ısicos
{A,B}D = {A,B} − {A, χα}C−1αβ{χβ, B} . (58)
Estos corchetes permiten obtener finalmente las reglas de conmutacio´n correctas para
los v´ınculos de la teor´ıa, es decir {A, χα}D = 0, preparando el paso a una teor´ıa
cua´ntica consistente.
Son numerosos los ejemplos en los que el procedimiento de cuantizacio´n cano´nica
de Dirac conlleva a un proceso tedioso, dentro de los cuales, la teor´ıa autodual de esp´ın
2, no es la excepcio´n [53]. Sin embargo, existe una aproximacio´n al pro-blema de la
obtencio´n del a´lgebra de corchetes de Dirac (e inmediatamente de los conmutadores
de los operadores meca´nico-cua´nticos), que, hablando superficialmente parte de la
obtencio´n de la accio´n reducida de la teor´ıa. En nuestro problema de intere´s (la
teor´ıa autodual), e´sto significa ”reducir” la teor´ıa a una accio´n correspondiente a un
solo grado de libertad.
La posibilidad de realizar este tipo de procedimiento esta´ garantizada por el teo-
rema de Maskawa y Nakajima [54] que asegura la existencia de una transformacio´n
cano´nica de las coordenadas xA, de tal manera que los corchetes de Dirac definidos
en la variedad de los puntos del espacio de fase son iguales a los corchetes de Poisson
(inducidos) de la subvariedad de las variables reducidas sin v´ınculos.
Ahora bien, la posibilidad de reducir el problema al de la subvariedad del espa-
cio de fase o, como llamaremos superficie de v´ınculos, es un hecho intr´ınsecamente
asociado a la geometr´ıa simple´ctica del espacio de fase. Seguidamente, revisaremos
a rasgos generales algunos de los elementos de esta geometr´ıa [55] que justifican la
afirmacio´n anterior, as´ı como la introduccio´n del concepto de accio´n reducida.
Adema´s de considerarse que el espacio de fase esta´ dotado con coordenadas xA y
una estructura de Poisson (50)-(53), se introduce un tensor antisime´trico no singular
de rango 2, llamado 2-forma simple´ctica
σAB ≡ {xA, xB} , (59)
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con las siguientes propiedades
det(σAB) 6= 0 (invertible), (60)
∂CσAB + ∂AσBC + ∂BσCA = 0 (forma cerrada), (61)
con σABσBC = δ
A
C . Si F y G toman valores en las coordenadas del espacio de fase,
podemos reescribir (50) de la forma
{F,G} = σAB ∂F
∂xA
∂G
∂xB
. (62)
Seguidamente, consideramos secciones del espacio de fase, aludiendo a las super-
ficies de v´ınculos (de primera o segunda clase) que ocurren tras imponer los v´ınculos.
A estas subvariedades se les puede proporcionar una 2-forma inducida, σij debido a
σAB. Considerando que tales superficies de v´ınculos poseen ecuaciones parame´tricas
denotadas por xA = xA(yi), con yi (i = 1, ..., 2N−M) las coordenadas de la superficie
de v´ınculos, la 2-forma inducida es
σij = σAB
∂xA
∂yi
∂xB
∂yj
, (63)
la cual hereda la propiedad de antisimetr´ıa y la identidad de Bianchi (p.ej.: forma
cerrada).
A diferencia de σAB, la definicio´n (63) no garantiza que det(σij) 6= 0, razo´n por
la cual en general la 2-forma inducida no sea invertible. Esto representa un serio
obsta´culo para poder definir la estructura de corchetes de Poisson inducida, que tiene
la forma
{f, g}∗ = σij ∂f
∂yi
∂g
∂yj
, (64)
donde f y g toman valores sobre los puntos de la superficie de v´ınculos.
Esta situacio´n ocurre (como ejemplo extremo) en el caso de una superficie pura-
mente de v´ınculos de primera clase, γa ≈ 0 (con, {γa, γb} ≈ 0, a, b = 1, ...,M), y que
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pensaremos por simplicidad que e´stos son independientes (caso irreducible). Enten-
diendo que los v´ınculos de primera clase revelan el cara´cter invariante de calibre de la
teor´ıa, es ampliamente demostrado [55] que la 2-forma inducida es singular (de hecho
maximalmente degenerada) ya que existen M vectores linealmente independientes
definidos con las funciones v´ınculos de la forma
XAa ≡ σAB∂Bγa , (65)
que son vectores nulos de la 2-forma simple´ctica, pues
0 ≈ {γa, γb} = σAB∂Aγa∂Bγb = σABXAaXBb . (66)
Los vectores XAa tambie´n reciben el nombre de vectores Hamiltonianos.
Considerando (62) y (65), y sea F una funcio´n de las coordenadas del espacio de
fase, se tiene
∂aF ≡ XAa∂AF = {F, γa} , (67)
indicando que los M vectores XAa generan la transformaciones infinitesimales de
calibre. Esto ayuda a mostrar que estos vectores son tangentes a la subvariedad de la
superficie de v´ınculos primarios:
XAa∂Aγb = {γb, γa} ≈ 0 , (68)
y ma´s au´n, con la condicio´n de integrabilidad de Frobenius (lema del teorema de
Frobenius), esto es ”{XAa, XBb} =combinacio´n de vectores Hamiltonianos en la su-
perficie de v´ınculos”, se garantiza que los vectores XAa generan una subvariedad
M-dimensional, o superficie nula (llamada tambie´n as´ı, pues e´stos son vectores nulos
de la 2-forma simple´ctica). Debido a que los vectores XAa generan las transforma-
ciones de calibre via (67), e´stas superficies tambie´n son llamadas o´rbitas de calibre.
Entonces, la forma de recuperar la invertibilidad de σij en el contexto de una teor´ıa
con v´ınculos de primera clase, y con vistas a obtener una estructura de Poisson indu-
cida bien definida, es la de definir un espacio de fase reducido como el espacio cociente
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entre la superficie de v´ınculos primarios y las o´rbitas de calibre (p.ej.: identificacio´n
de los puntos de una o´rbita de calibre).
En el caso opuesto, es decir cuando el sistema de v´ınculos es puramente de segunda
clase, χα ≈ 0, α = 1, ...,M , la discusio´n es ma´s simple ya que no hay o´rbitas de calibre.
En este tipo de sistemas la invertibilidad de la 2-forma inducida esta´ garantizada ya
que los vectores Hamiltonianos definidos con las funciones v´ınculos
XAα ≡ σAB∂Bχα , (69)
no son vectores nulos de la 2-forma simple´ctica, pues
σABX
A
αX
B
β = σ
AB∂Aχα∂Bχβ = {χα, χβ} 6= 0 , (70)
por lo cual, la 2-forma inducida es no degenerada. As´ı, la estructura de Poisson
inducida esta´ bien definida en la superficie de v´ınculos secundarios (pudiese haber un
caso mixto, es decir con v´ınculos de primera y segunda clase donde el procedimiento
consiste en reducir el espacio de fase con las o´rbitas de calibre correspondientes a los
v´ınculos de primera clase, quedando ahora un problema de v´ınculos de segunda clase
solamente).
Para finalizar esta muy breve revisio´n de ideas, podemos resaltar que existen dos
aplicaciones inmediatas de lo anteriormente discutido, las cuales utilizaremos en buena
parte de este trabajo, enfocando nuestra atencio´n en sistemas de segunda clase. Por
un lado, se puede probar un teorema [55],[56] que establece: ”Los corchetes de Dirac
asociados a los v´ınculos de segunda clase, χα ≈ 0 son iguales a los corchetes de
Poisson inducidos en la superficie de estos v´ınculos
{F,G}D |χα≈0= {f, g}∗ , (71)
donde F |χα≈0= f y G |χα≈0= g ”. Lo cual es un hecho sumamente poderoso a la hora
de calcular (de manera indirecta) los corchetes de Dirac.
Por otro lado, si la accio´n de la teor´ıa con v´ınculos de segunda clase es escrita
como
S =
∫
dt (Pn φ˙
n −H(c) − uαχα) , (72)
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es posible evaluarla sobre la superficie de los v´ınculos χα ≈ 0, con las ecuaciones
parame´tricas xA = xA(yi) y xA ≡ (φn, Pn). Para esto se escoge la 1-forma
ρA ≡ (Pn, 0) , (73)
con lo cual, la parte cine´tica de (72) es reescrita como
Pnφ˙
n = ρA(x)x˙
A . (74)
La 1-forma inducida es entonces
ρi(y) =
∂xA
∂yi
ρA(x(y)) ≡ ∂x
n
∂yi
Pn(x(y)) . (75)
De esto sigue una expresio´n para la parte cine´tica en te´rminos de la 1-forma inducida
ρiy˙
i =
∂xn
∂yi
Pn y˙
i = Pn x˙
n ≡ Pn φ˙n . (76)
Si adema´s consideramos
H(c) |χα=0= h(y) , (77)
entonces, esta expresio´n junto con (76) nos permiten decir
S[y(t)] ≡ S |χα=0=
∫
dt (ρiy˙
i − h(y)) . (78)
Seguidamente, examinamos la variacio´n de S |χα=0 en las coordenadas yi, obte-
nie´ndose
δyS[y(t)] =
∫
dt
((∂ρj
∂yi
− ∂ρi
∂yj
)
y˙j − ∂h
∂yi
)
δyi , (79)
a menos de un te´rmino de borde. Por el lema de Poincare´ podemos pensar
∂ρj
∂yi
− ∂ρi
∂yj
como una 2-forma local, con lo cual decimos que si la 2-forma inducida tiene a ρj
como la 1-forma de potencial, entonces se propone
σij =
∂ρj
∂yi
− ∂ρi
∂yj
. (80)
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Con esta prescripcio´n local, reescribimos la variacio´n (79) como
δyS[y(t)] =
∫
dt σij
(
y˙j − {yj, h}∗)δyi , (81)
con la ayuda de la definicio´n de los corchetes de Poisson inducidos (64). Inmedia-
tamente podemos ver que la extremal de S[y(t)] conduce a
y˙j = {yj, h}∗ , (82)
que son las ecuaciones de Hamilton sin v´ınculos en la superficie χα ≈ 0. Con esto se
dice que hemos resuelto los v´ınculos dentro de la accio´n y la expresio´n (78) recibira´ el
nombre de accio´n reducida.
2.2.1) El a´lgebra de operadores en la teor´ıa autodual
Con vistas a obtener la accio´n reducida de la teor´ıa autodual de esp´ın 2, se puede
comenzar mirando la descomposicio´n 2+1 de la accio´n de la teor´ıa del campo autodual
de esp´ın 2, ec.(18) en un espacio plano
Sad
(2) =
m
2
∫
d3x{−ǫijN˙iNj + h˙(s) ik(ǫijh(s)jk − δikV ) + V˙ h(s)kk +
+m(h(s)
2 − h(s)ijh(s)ij + 2V 2)− 2n(mh(s)kk + ǫij∂iNj) +
+2Mk(ǫij∂ih
(s)
jk − ∂kV +mNk)} , (83)
donde hemos hecho uso de la notacio´n [57]
n ≡ h00 , (84)
Ni ≡ hi0 , (85)
Mi ≡ h0i , (86)
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h(s)ij ≡ 1
2
(hij + hji) , (87)
V ≡ 1
2
ǫijhij . (88)
Seguidamente, realizamos la descomposicio´n transverso-longitudinal (TL) me-diante
Ni ≡ ǫik∂kNT + ∂iNL , (89)
Mi ≡ ǫik∂kMT + ∂iML , (90)
h(s)ij ≡ (δij∆− ∂i∂j)h(s)TT + ∂i∂jh(s)LL + (ǫik∂k∂j + ǫjk∂k∂i)h(s)TL , (91)
con la cual reescribimos la accio´n (83) como
Sad
(2) = m
∫
d3x{N˙T∆NL + (∆h(s)LL −∆h(s)TT )∆h˙(s)TL − V∆h˙(s)LL +
−V∆h˙(s)TT +m[∆h(s)TT∆h(s)LL − (∆h(s)TL)2 + V 2] +
+n[∆NT −m∆h(s)LL −m∆h(s)TT ] +MT [∆2h(s)TT −m∆NT ] +
+ML[∆2h(s)TL +∆V −m∆NL]} , (92)
donde los campos n, MT yML aparecen como multiplicadores de Lagrange asociados
a los v´ınculos
∆NT −m∆h(s)LL −m∆h(s)TT = 0 , (93)
∆2h(s)TT −m∆NT = 0 , (94)
∆2h(s)TL +∆V −m∆NL = 0 . (95)
Con la finalidad de obtener la accio´n reducida, uno puede comenzar restringie´ndose
al espacio f´ısico de los v´ınculos (93)-(95), lo cual permite escribir la accio´n en te´rminos
de los campos h(s)TT , h(s)TL y V , es decir
Sad
(2)∗ =
∫
d3x{2m∆2h(s)TLh˙(s)TT +∆h(s)TT (∆−m2)∆h(s)TT +
−m2(∆h(s)TL)2 +mV 2} , (96)
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de la cual puede observarse que el campo V no propaga en el espacio f´ısico (p.ej., su
ecuacio´n es V = 0). Con esto, e introduciendo la notacio´n
P ≡
√
2m∆h(s)TL , (97)
Q ≡
√
2∆h(s)TT , (98)
se observa que la accio´n reducida posee la forma cano´nica
Sad
(2)∗ =
∫
d3x{PQ˙− 1
2
P 2 − 1
2
Q(−∆+m2)Q} , (99)
mostrando claramente que la teor´ıa propaga un solo grado de libertad y la energ´ıa es
positiva definida.
Esto nos permite considerar, en primer lugar que todos los campos f´ısicos pueden
ser expresados en te´rminos de las variables cano´nicas Q y P . Para esto, mostramos
las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de la accio´n (92)
δSad
(2)
δh(s)TT
= 0 =⇒ V˙ = mn +∆(h˙(s)TL −MT −mh(s)LL) , (100)
δSad
(2)
δh(s)LL
= 0 =⇒ V˙ = mn−∆(h˙(s)TL +mh(s)TT ) , (101)
δSad
(2)
δh(s)TL
= 0 =⇒ h˙(s)TT − h˙(s)LL +ML − 2mh(s)TL = 0 , (102)
δSad
(2)
δV
= 0 =⇒ V = 1
2m
∆(h˙(s)TT + h˙(s)LL −ML) , (103)
δSad
(2)
δn
= 0 =⇒ NT = m(h(s)TT + h(s)LL) , (104)
δSad
(2)
δMT
= 0 =⇒ NT = 1
m
∆h(s)TT , (105)
δSad
(2)
δML
= 0 =⇒ NL = 1
m
V +
1
m
∆h(s)TL , (106)
δSad
(2)
δNL
= 0 =⇒ N˙T = mML , (107)
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δSad
(2)
δNT
= 0 =⇒ N˙L = n−mMT , (108)
y usando las definiciones (97) y (98) obtenemos
V = 0 , (109)
n =
1√
2m2
∆Q , (110)
NT =
1√
2m
Q , (111)
NL =
1√
2m2
P , (112)
MT =
1√
2m
Q , (113)
ML =
1√
2m2
P , (114)
h(s)LL =
1√
2m2
(∆−m2)∆−1Q . (115)
Con esto y la ayuda de (84)-(91), todas las componentes del campo auto-dual,
hµν pueden ser escritas en funcio´n de las variables Q y P . La forma (99) de la accio´n
reducida sugiere que las variables Q y P son cano´nicamente conjugadas, razo´n por
la cual, toda vez que promovamos la formulacio´n cua´ntica de la teor´ıa autodual,
postulamos la regla fundamental de conmutacio´n entre operadores[
Q(x), P (y)
]
t′=t
= iδ2(~x− ~y) . (116)
A partir de esta regla, los conmutadores a tiempos iguales no nulos son[
hi0(x), hjk(y)
]
=
[
h0i(x), hjk(y)
]
=
i
2m2
{p(m)ij∂k + p(m)ik∂j +
−p(m)jk∂i}δ2(~x− ~y) , (117)
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[
hi0(x), h00(y)
]
=
[
h0i(x), h00(y)
]
=
i
2m4
∂i(−∆)δ2(~x− ~y) , (118)
[
hi0(x), h0k(y)
]
=
[
hi0(x), hk0(y)
]
=
[
h0i(x), hk0(y)
]
=
=
i ǫik
2m3
(−∆)δ2(~x− ~y) , (119)
[
h00(x), hij(y)
]
=
i
2m
{ǫki p(m)kj + ǫkj p(m)ki}δ2(~x− ~y) , (120)
[
hij(x), hkl(y)
]
=
i
4m
{ǫik p(m)jl + ǫjk p(m)il + ǫil p(m)jk +
+ǫjl p
(m)
ik}δ2(~x− ~y) , (121)
donde p(m)ij = δij − ∂i∂jm2 es un proyector transverso en la capa de masas tiempo
constante, ∆−m2 = 0. El a´lgebra obtenida usando la accio´n reducida sera´ la misma
que se obtiene si se procede siguiendo extrictamente el procedimiento de cuantizacio´n
de Dirac debido a que los corchetes de Dirac en la variedad de los v´ınculos coinciden
con los de Poisson en el espacio de las variables reducidas, segu´n lo discutido en la
seccio´n 2.2.
2.2.2) Separacio´n de la parte transversal-sin traza de h(s)µν
En la seccio´n anterior estudiamos la construccio´n de la accio´n reducida mediante
la separacio´n en partes transversales y longitudinales de los campos, inmediatamente
despue´s de realizarse la descomposicio´n 2 + 1 de la accio´n original. Ahora, queremos
mostrar la equivalencia de la construccio´n anterior con el proce-dimiento equivalente,
que se fundamenta en la extraccio´n de la parte tranversal-sin traza (Tt) del campo
autodual sime´trico, que ma´s adelante llamaremos h(s)Ttµν .
Para esto, comenzamos por descomponer el campo hµν en su parte sime´trica
(h(s)µν) y antisime´trica (V
λ) como en (34)
hµν ≡ h(s)µν + ǫµνλV λ , (122)
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y sustituyendo esta definicio´n en (18), se obtiene la ya conocida (19)
Sad
(2) =
m
2
∫
d3x
(
ǫµνλh(s)µ
α
∂νh
(s)
λα −m(h(s)µνh(s)µν − h(s)2) +
+2V µ(∂µh
(s) − ∂νh(s)µν)− ǫµνλVµ∂νVλ − 2mVµV µ
)
. (123)
Seguidamente, introducimos una descomposicio´n en la que aislamos la parte Tt
de h(s)µν , y adema´s exhibiendo las componentes de espines bajos
h(s)µν ≡ h(s)Ttµν + ∂µaT ν + ∂νaT µ + ∂µ∂νφ+ ηµν ψ , (124)
con las condiciones suplementarias
h(s)Ttµ
µ
= 0 , (125)
∂µh(s)Ttµν = 0 , (126)
∂µa
T µ = 0 . (127)
Adema´s, tambie´n descomponemos la parte de antisime´trica en sus componentes de
esp´ın 1 y 0
Vµ ≡ V T µ + ∂µV , (128)
con
∂µV
Tµ = 0 . (129)
Usando (124) y (128) en (123) se obtiene
Sad
(2) =
m
2
∫
d3x( ǫµνλh(s)Ttµ
α
∂νh
(s)Tt
λα −mh(s)Ttµνh(s)Ttµν +
− ǫµνλ∂νaT λaT µ + 2maT µaT µ − 2V T νaT ν +
− ǫµνλV T µ∂νV T λ − 2mV T µV T µ + 2mVV +
+4mψφ+ 6mψ2 − 4ψV ) . (130)
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Ahora examinamos las ecuaciones de movimiento que resultan de la extremal de
la accio´n δSad
(2) cuando realizamos variaciones independientes en los campos h(s)Ttλα,
aT ν , V
T
ν , V , φ y ψ, respectivamente
ǫµνλ∂µh
(s)Tt
ν
α
+ ǫµνα∂µh
(s)Tt
ν
λ − 2mh(s)Ttλα = 0 , (131)
− ǫµνλ∂µaT ν + 2maTλ −V Tλ = 0 , (132)
ǫµνλ∂µV
T
ν + 2mV
Tλ +aTλ = 0 , (133)
mV −ψ = 0 , (134)
ψ = 0 , (135)
mφ −V + 3mψ = 0 . (136)
Es de observarse, que alternativamente se podr´ıan introducir la funcio´n tensorial
F1
α y las funciones escalares, F2 y F3, arbitrarias y derivables, de tal manera que las
ecuaciones (131)-(133) fuesen reemplazadas por
ǫµνλ∂µh
(s)Tt
ν
α
+ ǫµνα∂µh
(s)Tt
ν
λ − 2mh(s)Ttλα = ∂λF1α + ∂αF1λ , (137)
− ǫµνλ∂µaT ν + 2maTλ −V Tλ = ∂λF2 , (138)
ǫµνλ∂µV
T
ν + 2mV
Tλ +aTλ = ∂λF3 , (139)
y adema´s que los objetos introducidos deben satisfacer las condiciones de consistencia
F1
λ = 0 , ∂λF1
λ = 0 , (140)
F2 = 0 , (141)
F3 = 0 . (142)
Entonces, las relaciones (140)-(142) nos sugieren que puede recuperarse el sistema
(131)-(133) si removemos las soluciones armo´nicas de las funciones introducidas. As´ı,
asumimos el sistema de ecuaciones (131)-(136).
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las ecuaciones (134)-(136) pueden ser reescritas como
3ψ +φ = 0 , (143)
V = 0 , (144)
ψ = 0 . (145)
La ecuacio´n (143) indica que hµν no propaga esp´ın 0, pues garantiza que h
(s)
µ
µ
= 0.
Por otro lado, (144) nos muestra que la parte antisime´trica del campo auto-dual,
Vµ no propaga esp´ın 0 masivo, de igual manera con ψ. Con esto, si extraemos las
soluciones armo´nicas, tendremos
φ = 0 , (146)
V = 0 , (147)
ψ = 0 . (148)
Las ecuaciones (132) y (133) se pueden desacoplar de forma que
V T ν = 0 , (149)
aT ν = 0 , (150)
y a menos de soluciones armo´nicas, tenemos
aT ν = 0 . (151)
Entonces, con la ayuda de (147) y (149) vemos que (128) nos dice que la parte
antisime´trica del campo autodual no propaga, o sea
Vν = 0 , (152)
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estableciendo que hλα = h
(s)
λα. Pero, ma´s au´n, las relaciones (146), (148) y (151) en
(124) nos permiten asegurar
hµν = h
(s)Tt
µν , (153)
obtenie´ndose una descripcio´n consistente de una propagacio´n de esp´ın 2 pura.
La extraccio´n de armo´nicos ha sido un procedimiento expedito para establecer la
relacio´n (153), y podr´ıa enfocarse de manera relacionada con el hecho de que para po-
der definir el operador −1 (el cual pudiera haber sido introducido desde el principio,
a nivel de la descomposicio´n (124)), no deban considerarse las soluciones en ondas pla-
nas con pµp
µ = 0, donde dicho operador no es regular. En nuestra discusio´n no hemos
seguido este camino, ya que necesitamos un proce-dimiento que evite en la medida
de lo posible la definicio´n de potencias distintas de la unidad del D’Alembertiano,
teniendo e´sto serios inconvenientes en espacios no-Minkowskianos.
En resumidas cuentas, el procedimiento de separacio´n de la parte sime´trico-tranverso-
sin traza, aqu´ı discutido esta´ respaldado por el hecho de que si hubie´semos partido de
la accio´n decompuesta segu´n las partes sime´trica-antisime´trica, ec.(123), se hubiera
encontrado que el espacio de fase reducido es aque´l con Vµ = 0 y el campo sime´trico
satisfaciendo las condiciones suplementarias h(s)µ
µ
= 0 y ∂µh(s)µν = 0.
Con todo esto, podemos decir que hemos conseguido una descripcio´n consistente
del campo autodual que propaga esp´ın 2 y que esta´ descrito por h(s)Ttµν . Entoces, la
ecuacio´n (131) que describe dina´micamente a este campo, la podemos reescribir como
ǫµνλ∂µh
(s)Tt
ν
α −mh(s)Ttλα = 0 , (154)
gracias a la propiedad de transversalidad. Partiendo de (154) se puede obtener la
forma hiperbo´lica-causal de tipo ”Klein-Gordon”, esto es
(−m2)h(s)Ttµν = 0 . (155)
De los dos campos libres representados por h(s)Ttµν , se puede mostrar que solo se
propaga un grado de libertad. Para esto, se puede retomar la definicio´n (45) de las
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partes ”+” y ”−” [51],[57], reescrita como
h(s)Ttµν
± ≡ 1
2
(δαµδ
β
ν ± δαµǫνσβ ∂σ

1
2
)h(s)Ttαβ , (156)
y la ecuacio´n (155) en la capa de masas equivale a
(−m2)h(s)Ttµν+ = 0 , (157)
h(s)Ttµν
−
= 0 . (158)
As´ı, con las condiciones ya establecidas, podemos escribir la accio´n reducida en
te´rminos exclusivos de la propagacio´n de esp´ın 2, representada por la parte sime´trica-
transversa-sin traza del campo autodual
Sad
(2)∗ =
m
2
∫
d3x( ǫµνλh(s)Ttµ
α
∂νh
(s)Tt
λα −mh(s)Ttµνh(s)Ttµν) , (159)
y su descomposicio´n 2 + 1 es
Sad
(2)∗ =
m
2
∫
d3x
( − 2ǫijh(s)Tt00∂ih(s)Ttj0 + 2ǫijh(s)Ttk0∂ih(s)Ttjk +
+ ǫijh(s)Tti0h˙
(s)Tt
j0 − ǫijh(s)Ttikh˙(s)Tt jk −m(h(s)Tt00)2 +
+2mh(s)Tt0kh
(s)Tt
0k −mh(s)Ttijh(s)Ttij
)
. (160)
Seguidamente introducimos una forma general TL para las diferentes componentes
de h(s)Ttµν
h(s)Tt00 ≡ Φ , (161)
h(s)Tt0i ≡ ǫik∂kuT + ∂iuL , (162)
h(s)Ttij ≡ (δij∆− ∂i∂j)φTT + ∂i∂jφLL + (ǫik∂k∂j + ǫjk∂k∂i)φTL . (163)
Las propiedades Tt del campo, (125) y (126) establecen las siguientes condiciones
Φ = ∆(φTT + φLL) , (164)
u˙L = ∆φLL , (165)
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u˙T = ∆φTL , (166)
Φ˙ = ∆uL , (167)
con las cuales podemos reescribir las definiciones (161)-(163) como
h(s)Tt00 ≡ Φ , (168)
h(s)Tt0i ≡ ǫik∂kuT − ∂i(−∆)−1Φ˙ , (169)
h(s)Ttij ≡ (δij∆− ∂i∂j)(−∆)−2Φ + ∂i∂j(−∆)−2Φ¨− (ǫik∂k∂j + ǫjk∂k∂i)(−∆)−1u˙T .
(170)
Ahora la accio´n reducida 2 + 1, ec.(160) es
Sad
(2)∗ = m
∫
d3x
(
2Φ∆uT − 4uT Φ¨− 2(−∆)−1u¨T Φ¨−mΦ2 +
−muT∆uT + 2mΦ˙(−∆)−1Φ˙−mΦ¨(−∆)−2Φ¨−m(u˙T )2) . (171)
Introduciendo la variable
Ψ ≡ Φ+ (−∆)−1Φ¨ ≡ −(−∆)−1Φ , (172)
la accio´n reducida toma la forma compacta
Sad
(2)∗ = m
∫
d3x
(
(2Ψ−muT )uT −mΨ2) , (173)
con las ecuaciones de movimiento
uT −mΨ = 0 , (174)
(Ψ−muT ) = 0 . (175)
Usando estas ecuaciones se puede mostrar que la accio´n reducida es tambie´n Ssd
(2)∗ =∫
d3xΨ(−m2)Ψ.
33
Entonces, uno puede introducir una definicio´n para el grado de libertad y su
momento cano´nico conjugado
Q ≡
√
2Ψ , (176)
P ≡
√
2mu˙T , (177)
de manera que la accio´n (173) toma la forma cano´nica esperada (p.ej.:
∫
d3x(PQ˙ −
P 2
2
− 1
2
Q(−∆+m2)Q)), mostra´ndose que a nivel cla´sico las descomposiciones TL y Tt
describen el mismo grado de libertad propagado. Ma´s au´n, siguiendo el programa que
parte de sustituir los campos por sus operadores meca´nico-cua´nticos y la incorporacio´n
de la regla de conmutacio´n fundamental (116), es posible promover la mencionada
equivalencia a nivel cua´ntico. El primer paso consiste en reescribir las definiciones
(168)-(170) en te´rminos del grado de libertad Q y su momento cano´nico conjugado
P con la ayuda de (176) y (177):
h(s)Tt00 = − 1√
2

−1(−∆)Q , (178)
h(s)Tt0i =
1√
2m
ǫik∂kQ+
1√
2

−1∂iP , (179)
h(s)Ttij =
1√
2
δij Q+
1√
2
∂i∂j(−∆)−1Q+ 1√
2
∂i∂j 
−1Q +
+
m2√
2
∂i∂j(−∆)−1−1Q− 1√
2m
(ǫik∂k∂j + ǫjk∂k∂i)(−∆)−1P . (180)
Entonces, segu´n la regla
[
Q(x), P (y)
]
t′=t
= iδ2(~x− ~y) se puede mostrar que en la
capa de masas, los conmutadores entre las diferentes componentes de h(s)Ttµν recu-
peran el a´lgebra (117)-(121). Esto muestra la equivalencia cua´ntica entre las formu-
laciones TL y Tt.
34
2.3) Generadores del a´lgebra de Poincare´
La consistencia de una teor´ıa cua´ntica de campo relativista pasa por la obtencio´n
expl´ıcita de los operadores meca´nico-cua´nticos Pµ y J µν , que satisfacen el a´lgebra de
Poincare´ (3)-(5).
Con la finalidad de construir los generadores del a´lgebra de Poincare´ en te´rmi-
nos de las variables fundamentales ”Q” y ”P”, comenzamos determinando el tensor
momento-energ´ıa de Belinfante, T αβ asociado al campo autodual. As´ı, extendemos la
definicio´n de la accio´n autodual al caso en que el espacio-tiempo esta´ provisto de una
me´trica general, gµν y coordenadas curvil´ıneas
Sadg
(2) =
m
2
∫
d3x
√−g(εµνλhµα∇νhλα −m(hµνhνµ − h2)) , (181)
donde ∇ν es la derivada covariante y εµνλ ≡ ǫµνλ√−g es el tensor de Levi-Civita. Esta
generalizacio´n no incluye te´rminos de acoplamiento no minimales con la gravedad
debido a que nuestro intere´s ahora esta´ enfocado en el l´ımite plano de T αβ.
Entonces, el tensor momento-energ´ıa sime´trico en el espacio-tiempo plano es
T αβ =
[
2√−g
δS
δgαβ
]
gµν=ηµν
=
m2
2
(
hσαhβσ + h
σβhασ − h hαβ − h hβα +
− ηαβhµνhνµ + ηαβh2
)− 1
2
(
∂σt
αβσ + hσ
αEσβ + hσ
βEσα
)
, (182)
donde tαβσ ≡ mǫµανhµβhνσ + mǫµβνhµαhνσ y Eµρ ≡ mǫµνλ∂νhλρ + m2(ηµρh − hρµ),
como en ec.(27).
Con la ayuda de la descomposicio´n TL discutida en (89)-(91), puede observarse que
en el espacio f´ısico de los campos (esto es Eµρ = 0 ), los generadores de translaciones
(temporal y espaciales) son equivalentes al caso del campo escalar. En efecto, el
Hamiltoniano y el momentum vienen dados por
H =
∫
d2x{m2(−∆h(s)TL)2 −∆h(s)TT (−∆+m2)(−∆)h(s)TT }
=
1
2
∫
d2x{(Q˙)2 + ∂iQ∂iQ+m2Q2} , (183)
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P i = −2m
∫
d2x (−∆)h(s)TL∂i(−∆)h(s)TT = −
∫
d2x Q˙∂iQ . (184)
De manera ide´ntica ocurre con los generadores de rotaciones J ij = ǫijJ =∫
d2x{xiT 0j − xjT 0i}, donde
J ≡ −2m
∫
d2x (−∆)h(s)TLǫijxi∂j(−∆)h(s)TT = −
∫
d2x Q˙ǫijxi∂jQ . (185)
Esta coincidencia con el caso de un campo escalar ocurre debido a que en dos di-
mensiones espaciales, las rotaciones esta´n descritas por el grupo O(2), el cual no
requiere de un esp´ın definido. Sin embargo, la contribucio´n del esp´ın aparece cuando
los generadores de boosts de Lorentz, J i0 = ∫ d2x{xiT 00 − x0T 0i} son calculados
J i0 =
∫
d2xxi{m2(−∆h(s)TL)2 − (−∆)h(s)TT (−∆+m2)∆h(s)TT } − x0P i +
− 4m2
∫
d2x (−∆)h(s)TLǫij∂jh(s)TT
=
1
2
∫
d2xxi{(Q˙)2 + ∂iQ∂iQ+m2Q2} − x0P i − 2mǫij
∫
d2x Q˙
∂j
−∆ Q ,
(186)
donde se puede observar la contribucio´n de un te´rmino singular infrarrojo, el cual
dice que el campo Q(x) no transforma como un escalar, como era de esperarse. Este
te´rmino singular, como veremos inmediatamente, representa la contribucio´n del esp´ın
de la teor´ıa.
Para remover la singularidad infrarroja recurrimos al bien conocido proce-dimiento
sobre la interpretacio´n de la contribucio´n de esp´ın [58], que parte con la expansio´n en
ondas planas considerando operadores creacio´n-aniquilacio´n
Q(x) =
∫
d2k
2π
√
2w(k)
{e−iKxa(k) + eiKxa+(k)} . (187)
con K = (w(k),k), w(k) =
√
k2 +m2 y [a(k), a+(k′)] = δ2(k− k′). Con esto, los
generadores de translaciones y rotaciones son
Pµ =
∫
d2k kµa+(k)a(k) , (188)
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J ij =
∫
d2k a+(k)
ǫij
i
∂
∂θ
a(k) , (189)
donde k1 tan θ = k2, con θ ∈ [0, 2π) el a´ngulo polar en el plano 2-dimensional de mo-
mentos. En esta representacio´n, los generadores de boosts de Lorentz tambie´n exhiben
la singularidad infrarroja
J i0 = i
2
∫
d2k w(k){a+(k)←→∂i a(k)} − 2m
∫
d2k
ǫij kj
k2
a+(k)a(k) , (190)
donde a+(k)
←→
∂i a(k) ≡ a+(k)∂i a(k)− a(k)∂i a+(k).
Seguidamente, realizamos una transformacio´n de fase en los operadores creacio´n-
aniquilacio´n
a(k) −→ eis m|m| θa(k) , (191)
siendo s un para´metro real desconocido. El mapa (191) esta´ bien definido sebido a
que es posible fijar un dominio en el cual es invertible (p. ej., θ ∈ [0, 2π
s
m
|m|)).
Los generadores de translaciones y las relaciones de conmutacio´n de a y a+ per-
manecen invariantes bajo (191), pero los generadores de boosts y rotaciones son ahora
J i0 = i
2
∫
d2k w(k){a+(k)←→∂i a(k)} + 2 m|m|
∫
d2k
ǫijkj
w(k) + |m| a
+(k)a(k) +
+ (s− 2) m|m|
∫
d2k w(k)
ǫijkj
k2
a+(k)a(k) ,
(192)
J ij =
∫
d2k a+(k)
ǫij
i
∂
∂θ
a(k) + s
m
|m|
∫
d2k ǫija+(k)a(k) . (193)
Inmediatamente podemos ver que la singularidad infrarroja es removida, si y solo
si se fija el valor s = 2 para el para´metro libre. Ma´s au´n, el valor del esp´ın 2 m|m| es
recuperado, y su sensibilidad bajo cambios de signo de la masa reflejan la helicidad
de la excitacio´n propagada. Desde el punto de vista Lagrangiano, esta expresio´n de
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la helicidad proviene del signo del te´rmino de masa lineal de la accio´n (18), y sea cual
sea el caso, tal signo no afecta al Hamiltoniano, como uno puede deducir directamente
de la transformada de Legendre de la accio´n reducida (99).
En el estudio de la teor´ıa autodual de esp´ın 2 hemos mostrado que la formulacio´n
de la accio´n reducida constituye una herramienta poderosa para la construccio´n de
la teor´ıa cua´ntica correspondiente, evitando el extenuante procedimiento cano´nico de
Dirac. Ma´s au´n, el formalismo reducido que describe la excitacio´n masiva propagada,
permite pra´cticamente de manera directa determinar la contribucio´n de esp´ın que
establece el comportamiento no escalar del grado de libertad. All´ı observamos que es
posible evitar la singularidad infrarroja mediante una transformacio´n de fase en los
operadores creacio´n-aniquilacio´n.
Finalmente, si se desea confirmar el comportamiento relativista consistente de la
teor´ıa, se debe verificar que los generadores obtenidos satisfagan el a´lgebra de Poin-
care´. Si consideramos los generadores obtenidos antes de realizar la transformacio´n
de fase (191), es decir los objetos (188) y (189) puede mostrarse que el a´lgebra de
Poincare´ es satisfecha con excepcio´n del a´lgebra de los generadores de boosts debido
a la singularidad infrarroja, y la cual exhibe una ”anomal´ıa”, es decir
i[J i0 , J j0] = ǫij(J −A) , (194)
donde A ≡ −2m ∫ d2k w(k)∂if i(−→k )a+(k)a(k) con f i(−→k ) = kik2 una funcio´n singular
en el origen. En (194), el te´rmino ”anomal´ıa” representa el hecho de la asociacio´n
entre la u´nica excitacio´n propagada del campo autodual y la correspondiente al caso
de un campo escalar, debido a que e´sta analog´ıa solo es aparente hasta el momento en
que los generadores de boosts de lorentz son involucrados. Es obvio que tal ”anomal´ıa”
deba aparecer pues de lo contrario el grado de libertad estudiado ser´ıa simplemente
de tipo escalar.
Sin embargo, lo interesante esta´ en que luego de realizar la transformacio´n de fase
sobre los operadores creacio´n-aniquilacio´n se puede volver a calcular el a´lgebra de los
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boosts, obtenie´ndose
i[J i0 , J j0]s=2 = ǫij(J − 2 m|m|
∫
d2k a+(k)a(k)) = ǫij J s=2 , (195)
con lo cual uno puede decir que ha removido la ”anomal´ıa”, satisfacie´ndose el a´lgebra
de Poincare´. Es de subrayarse que la teor´ıa autodual planteada en (18) es invarian-
te relativista por construccio´n, razo´n por la cual la anomal´ıa discutida es solo una
expresio´n de la singularidad infrarroja y no de alguna inconsistencia intr´ıseca en el
cara´cter covariante de la misma.
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3) Teor´ıa autodual de esp´ın 2 en espacios de curvatura cons-
tante
Como menciona´ramos al principio de este trabajo, en el contexo de la teor´ıa de
campos ordinaria, entre otras ha habido un gran intere´s sobre el estudio lagrangiano
de campos de esp´ın alto con interaccio´n externa. Tales teor´ıas son solo conocidas
bajo cierto re´gimen de acoplamiento, ya sean de origen electromagne´tico, gravitacio-
nal, entre otros. En el contexto de la interaccio´n gravitacional, diversos autores han
considerado espacios de curvatura constante [1]-[11], hasta de tipo no-Einstenianos
[11].
La razo´n fundamental de lo anterior, insistimos es que no existe una teor´ıa de
campos general consistente de espines altos con interaccio´n como consecuencia de la
no conservacio´n de los grados de libertad y la violacio´n de la causalidad. El primer
hecho relacionado con la posibilidad de que los campos auxiliares propaguen grados de
libertad cuando aparece una interaccio´n arbitraria, y el segundo con que la ecuacio´n
de movimiento pudiera describir propagaciones no causales.
Con respecto a la posible violacio´n de la causalidad, basaremos nuestra discu-
sio´n con la siguiente nomenclatura [11]. Enfocando nuestro intere´s en campos con
esp´ın entero, hα1α2..., en te´rminos generales es posible obtener ecuaciones de movi-
miento de una formulacio´n lagrangiana dada, las cuales pueden ser establecidas como
(Mβ1...α1...)µν∇µ∇νhα1... + ... = 0, con la ayuda de los v´ınculos lagrangianos. Segui-
damente, sean nµ las componentes de vectores, entonces la matriz caracter´ıstica es
definida mediante MAB(n) ≡ MABµνnµnµ, donde A,B son ı´ndices compuestos. La
ecuacio´n caracter´ıstica es detMAB(n) = 0, cuyas soluciones definen superficies ca-
racter´ısticas que describen los posibles procesos de propagacio´n. Si la solucio´n de la
ecuacio´n caracter´ıstica proporciona un n0 real, el sistema de ecuaciones de movimien-
to se llama hiperbo´lico. Un sistema hiperbo´lico se llama causal si no hay vectores
tipo tiempo dentro de las soluciones de la ecuacio´n caracter´ıstica (de lo contrario, si
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hay vectores tipo tiempo, las superficies caracter´ısticas correspondientes son de tipo
espacio, con lo cual sus puntos estar´ıan conectados por procesos superluminales y se
violar´ıa la causalidad).
Entonces, cuando una interaccio´n externa arbitraria es introducida, la matriz ca-
racter´ıstica,MAB(n) no necesariamente define un sistema de ecuaciones hiperbo´lico-
causal.
Aqu´ı, estaremos interesados en estudiar los aspectos cruciales ya mencionados
(conservacio´n de los grados de libertad y causalidad), haciendo e´nfasis en la for-
mulacio´n lagrangiana de la teor´ıa del campo autodual de esp´ın 2 acoplado con la
gravitacio´n. En este sentido, sera´n discutidas las resticciones f´ısicas que proporcionan
consistencia a la teor´ıa, que no solo se traducen en condiciones sobre el campo gravi-
tacional (p.ej., espacios de curvatura constante), si no tambie´n en restricciones sobre
los posibles valores permitidos de los para´metros asociados a la masa.
3.1) Vı´nculos Lagrangianos en un espacio curvo
Comenzamos por presentar el modelo autodual acoplado no minimalmente con
gravedad. Para esto, introducimos la interaccio´n gravitacional mediante un conjunto
general de te´rminos de acoplamiento no minimales en la formulacio´n Lagrangiana,
construidos a partir del tensor de Ricci y sus contracciones, ya que en 2+1 dimensiones
e´ste describe completamente a la curvatura de Riemann (Ape´ndice B). Entonces, en
un espacio Riemanniano nuestro modelo es [59]
Sadg
(2) =
∫
d3x
2
√−g(mεµνλhµα∇νhλα + Ωαβσλhαβhσλ) , (196)
donde ∇ν es la derivada covariante definida con los s´ımbolos de Christoffel y εµνλ ≡
ǫµνλ√−g . Debido al hecho de que en un espacio-tiempo 2 + 1 dimensional el tensor con-
formal de Weyl es ide´nticamente nulo, el tensor de curvatura de Riemann puede
ser escrito en te´rminos exclusivos de el de Ricci (p.ej.: Rλµνρ = gλνRµρ − gλρRµν −
gµνRλρ+gµρRλν− R2 (gλνgµρ−gλρgµν)), el acoplamiento no minimal en la accio´n (196)
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esta´ caracterizado por el tensor Ωαβσλ, cuyo aspecto ma´s general es
Ωαβσλ ≡ m2(gσλgαβ − gσβgαλ) + a1(Rσλgαβ +Rαβgσλ) +
+ a2(R
σβgαλ +Rαλgσβ) + a3R
ασgβλ + a4R
βλgασ +
+ a5Rg
αβgσλ + a6Rg
σβgαλ + a7Rg
λβgσα , (197)
con la propiedad Ωαβσλ = Ωσλαβ y los para´metros reales, an (n = 1, ..., 7) libres.
Entonces, tomando variaciones arbitrarias del campo autodual, la extremal de la
accion Sadg provee las siguientes ecuaciones de campo (nueve v´ınculos primarios)
Φ(1)µα ≡ mεµνλ∇νhλα + Ωµασλhσλ ≈ 0 . (198)
Tres v´ınculos ma´s aparecen cuando Φ(1)0ρ ≈ 0 es preservado
Φ(2)α ≈ ∇µΦ(1)µα ≡ Ωµασλ∇µhσλ + Bασλhσλ ≈ 0 , (199)
donde se ha definido el objeto
Bασλ ≡ m
2
εµνρ(Rαλνµ δ
σ
ρ − Rσρνµ gαλ) +∇µΩµασλ . (200)
Por otro lado, la conservacio´n de Φ(1)kα ≈ 0 conduce a seis relaciones para las
aceleraciones (como en el caso plano, aqu´ı es demandado m 6= 0)
∇02hjα = −εkj
m
Ωkασλ∇0hσλ −
(εkj
m
∇0Ωkασλ +Rσ0j0 gαλ
)
hσλ +
+∇j∇0h0α +Rαλj0 h0λ , (201)
donde la notacio´n significa εσλ ≡ ε0σλ, quedando au´n por determinarse las ace-
leraciones, ∇02h0λ.
Hasta este punto, el ana´lisis Lagrangiano con los para´metros de acoplamiento
libres, en un espacio-tiempo arbitrario es equivalente al caso plano. Sin embargo,
siguiendo el siguiente paso, se puede notar con la ayuda de (201), que la preservacio´n
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de Φ(2)α ≈ 0 toma la forma
Φ(3)α ≡ ∇0Φ(2)α ≈ Ω0α0λ∇02h0λ +
(
Ω0αjλ + Ωjα0λ
)∇j∇0h0λ +
+
(− εkl
m
Ω0αlρΩµλkρ +∇0Ω0αµλ + Bαµλ
)∇0hµλ +
+
[− εkl
m
Ω0αlρ∇0Ωµλkρ − Ω0αlλRµ0l0 +∇0Bαµλ +
−ΩναµρRλρν0 − ΩσανλRµνσ0
]
hµλ − Ω0αlρRλρl0h0λ +
+∇0Ωiαµλ∇ihµλ + Ωiαjλ∇i∇0hjλ ≈ 0 , (202)
con la esperanza de que represente tres nuevos v´ınculos, de manera equivalente al
caso plano. Esto significa que de la expresio´n (202) no deba ser imposible obte-ner
ninguna relacio´n para las aceleraciones ∇02h0λ, au´n no resueltas. Debido a que (202)
constituye un sistema completo para las mencionadas aceleraciones, exigiremos que
todas las matrices 3 × 3, 2 × 2 y 1 × 1 construidas Ω0α0λ, tengan determinante nulo
(p.ej.: Ω0α0λ es totalmente degenerada) para garantizar la imposibilidad de despejar
∇02h0λ. Esta condicio´n significa
Ω0α0λ = 0 , (203)
la cual al ser usada en (197), proporciona las siguientes restricciones sobre los para´me-
tros de acoplamiento
a1 = −a2 ≡ a , a6 = −a5 ≡ b , a3 = a4 = a7 = 0 , (204)
quedando solo dos de ellos libres. Entonces, el tensor (197) es ahora
Ωαβσλ = a (Rαβgσλ +Rσλgαβ − Rαλgβσ − Rβσgαλ) +
+ (m2 − bR)(gαβgσλ − gαλgβσ) , (205)
con las propiedades de simetr´ıa
Ωαβσλ = Ωσλαβ = −Ωαλσβ . (206)
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Con esto, el objeto Bασλ, dado por (200) puede ser reescrito en te´rminos del tensor
de Einstein, Gµν = Rµν − gµν2 R (ape´ndice B), exhibiendo la propiedad antisime´trica
respecto a los ı´ndices αλ
Bασλ = mεαλβ Gσβ − (a− 2b)(gσλ∇αG− gσα∇λG) +
+ a εαλν ε
µσβ∇µGνβ = −Bλσα . (207)
Entonces, con la ayuda de (205) se pueden escribir los tres v´ınculos Φ(3)α ≡
∇0Φ(2)α ≈ 0, de la manera
Φ(3)α = N αλ∇0h0λ +∇0Ωiα0λ∇ih0λ +Aαλh0λ + Ωiαjλ∇i∇0hjλ
+ Cαjλ∇0hjλ +∇0Ωiαjλ∇ihjλ +Dαjλhjλ ≈ 0 , (208)
donde hemos definido
N αλ ≡ 1
m
εklΩ
0αkρΩ0λlρ + Bα0λ = −N λα , (209)
Aαλ ≡ − 1
m
Ω0αlρ
(
εkl∇0Ω0λkρ +mRλρl0 +mR00l0δλρ
)
+∇0Bα0λ − Ωµα0ρRλρµ0 − ΩµανλR0νµ0 , (210)
Cαjλ ≡ − 1
m
εklΩ
0αlρΩjλkρ + Bαjλ +∇0Ω0αjλ , (211)
Dαjλ ≡ − 1
m
εklΩ
0αlρ∇0Ωjλkρ +∇0Bαjλ − ΩµαjρRλρµ0
−ΩµανλRjνµ0 − Ω0αlλRj0l0 . (212)
Continuando con el procedimiento de ana´lisis Lagrangiano, la preservacio´n de
Φ(3)ρ ≈ 0 deber´ıa representar dos expresiones para las aceleraciones ∇02h0σ y una
para el u´ltimo v´ınculo (cuya preservacio´n, a su vez proporcione una relacio´n ma´s para
las aceleraciones au´n desconocidas, y as´ı termine el procedimiento). Consideremos las
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matrices 3×3 y 2×2 construidas con el objeto N αλ, entonces el requerimiento anterior
significa que la matriz N αλ tenga rango 2, de la forma
det(N αλ) = 0 , (213)
det(N ij) 6= 0 . (214)
Por un lado, debido a la antisimetr´ıa de la matriz impar (N αλ), la relacio´n (213)
es satisfecha ide´nticamente. Pero, la relacio´n (214) significa una restriccio´n sobre el
posible campo gravitacional, y conduce a
εijN ij 6= 0 . (215)
Puede mostrarse que esta restriccio´n, la cual debe satisfacerse con la finalidad de
mantener la consistencia en el nu´mero de grados de libertad podr´ıa contener solucio-
nes no Einstenianas. Por ejemplo, consideremos un espacio vac´ıo no Einsteniano con
curvatura Rλµνρ =
f(x)
6
(gλνgµρ−gλρgµν). Entonces, la restriccio´n (215) conduce a una
relacio´n diferencial parcial de primer orden para f(x)
6M4 −m2f(x) +mσεk0∂kf(x) 6= 0 , (216)
con el para´metro σ ≡ 2
3
a− b.
3.2) Teor´ıa autodual en un espacio de dS/AdS
Aqu´ı, nuestro intere´s estara´ enfocado en una solucio´n particular de la clase ∂kf(x) =
0, la cual esta´ relacionada con las de tipo dS/AdS. Entonces, conside-raremos un
espacio-tiempo de curvatura constante, con constante cosmolo´gica λ, que pudiese ca-
racterizar a un espacio de dS (λ > 0) o AdS (λ < 0) via la ecuacio´n de Einstein,
Rµν− gµν2 R−λ gµν = 0, donde los tensores de Riemann y Ricci, y la curvatura escalar
en 2 + 1 dimensiones estan dados por
Rλµνρ =
R
6
(gλνgµρ − gλρgµν) , Rµν = R
3
gµν , R = −6λ , (217)
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respectivamente. Con esto, el tensor (205) es
Ωαβσλ = M2 (gαβgσλ − gσβgαλ) , (218)
donde M2 = m2 + σR.
Como estamos considerando espacios de curvatura constante, y usando el tensor
(218) podemos evaluar los objetos relevantes de la teor´ıa. Por ejemplo, la accio´n (196)
toma la forma
Sadλ
(2) =
∫
d3x
2
√−g(mεµνλhµα∇νhλα −M2 (hµνhνµ − h2)) , (219)
el objeto Bα0λ dado por (207), ahora es
Bα0λ = −mR
6
ε0αλ , (220)
y con esto, de (209) escribimos
N ij ≡
(
6M4 − Rm2
6m
)
εij , (221)
con lo cual, la relacio´n de consistencia (215) es ahora
6M4 −Rm2 ≡ 6m4 + (12σ − 1)Rm2 + 6σ2R2 6= 0 . (222)
Buscando una interpretacio´n, se pudiera pensar esta u´ltima relacio´n como una
restriccio´n para m2 en te´rminos del escalar de curvatura y el para´metro libre σ,
queremos decir
m2 6= m±2 ≡ R
12
(
1− 12σ ±√1− 24σ ) . (223)
Por lo tanto, los valores prohibidos de m son
R σ m prohibida
> 0 (AdS) ≤ 1
24
m±
< 0 (dS) −−− −−−
tabla 1
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La existencia de valores prohibidos de masa con la finalidad de mantener la consis-
tencia del nu´mero de grados de libertad es un hecho bien conocido en el contexto de
las teor´ıas de espines altos [4],[5]. Sin embargo, uno tambie´n podr´ıa hacer la interpre-
tacio´n de que (222) representa restricciones sobre los posibles valores de la curvatura
(por tanto de la constante cosmolo´gica), o sea R 6= R± ≡ m212σ2
(
1− 12σ±√1− 24σ ),
para una masa dada.
Seguidamente, revisamos los v´ınculos lagrangianos, esta vez en espacios de dS/AdS.
Los nueve v´ınculos primarios, ec.(198) son
Φ(1)µα ≡ mεµνλ∇νhλα +M2 (gµαh− hαµ) ≈ 0 , (224)
y los v´ınculos secundarios (199) los escribimos como
Φ(2)α ≈M2 (∇αh−∇µhαµ) + mR
6
εασλhσλ ≈ 0 , (225)
o tambie´n como Φ(2)α ≈ ∇µΦ(1)µα − M2m εασλΦ(1)µα =
(
m2R−6M4
6m
)
εασλhσλ ≈ 0, reve-
lando la propiedad de simetr´ıa del campo autodual, en virtud de la restriccio´n (222).
La preservacio´n de Φ(2)α ≈ 0 provee tres nuevos v´ınculos
Φ(3)α ≈
(
m2R− 6M4
6m
)
εασλ∇0hσλ ≈ 0 , (226)
y particularmente, el v´ınculo Φ(3)0 ≈ 0 es reescrito como
Φ(3)0 ≈ ∇µΦ(2)µ +
(
6M4 −m2R
6m2
)
Φ(1)µµ =
M2
3m2
(6M4 −m2R)h ≈ 0 , (227)
diciendo que el campo autodual no posee traza (obviamente siM2 6= 0 y 6M4−m2R 6=
0). El u´ltimo v´ınculo aparece de la preservacio´n de Φ(3)0 ≈ 0, es decir
Φ(4) ≡ ∇0Φ(3)0 ≈ M
2
3m2
(6M4 −m2R)∇0h ≈ 0 , (228)
y expresa el hecho de la conservacio´n de la traza nula.
47
Queremos notar que las propiedades de transversalidad y traza nula para una
descripcio´n consistente del campo autodual (como cualquier campo con esp´ın), de-
mandan la condicio´n
M2 6= 0 , (229)
como consecuencia de (225), (227) y (228). De otra forma, si tal condicio´n se relaja
(es decir, M2 = 0), la transversalidad y la no traza de hµν no estar´ıan aseguradas, y
entonces el sistema de v´ınculos lagrangianos no proporcionar´ıa el nu´mero correcto de
grados de libertad, pudiendo haber propagacio´n de espines bajos.
Entonces, estando garantizadas las propiedades de simetr´ıa, transversalidad y tra-
za nula, podemos escribir la ecuacio´n de segundo orden h(s)Ttµν , partiendo de (224)(
− M
4
m2
+
R
2
)
h(s)Ttµν = 0 , (230)
la cual es claramente hiperbo´lica-causal, debido a que la podemos reescribir de la
forma
(Mβσρα)µν∇µ∇νh(s)Ttβσ + ... = 0 . (231)
donde (Mβσρα)µν = gµνδβσρα y δβσρα ≡ 12(δβρδσα + δσρδβα). Entonces, sean nµ las
componentes de trivectores, definimos la matriz caracter´ıstica como
Mβσρα(n) = δβσρα n2 , (232)
y la ecuacio´n caracter´ıstica es
det(M) = (n2)6 = 0 , (233)
teniendo un vector nulo como solucio´n.
Los espacios de dS/AdS son conformalmente planos y sus conos de luz son equi-
valentes a los de el espacio de Minkowski, pues ellos estan relacionados v´ıa un mapa
de Weyl. Seguido a esto podemos escribir la ecuacio´n n2 = 0 en un sistema local-
mente ”plano-Weyl” a trave´s de un mapa, usando el hecho de que la transformacio´n
conforme para la me´trica es gµν = Ω
2(x) ηµν (Ape´ndices B y C), como sigue
− (n0)2 + nini = 0 , (234)
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la cual claramente describe una propagacio´n hiperbo´lica (n0 ∈ R) y causal (n2 = 0
implica que no hay trivectores tipo-tiempo).
Por otro lado, la tabla 1 de valores prohibidos de masa en dS/AdS debe ser
extendida debido a la restriccio´n (229)
R σ m prohibida
> 0 (AdS) ≤ 1
24
m±
> 0 (AdS) < 0
√−σR
< 0 (dS) > 0
√−σR
tabla 2
Queremos notar que en el estudio de la teor´ıa del campo autodual acoplado con
gravedad, un hecho bien conocido es verificado: dentro del posible conjunto de solucio-
nes, en las que corresponden a espacios de curvatura constante es respetado el nu´mero
de grados de libertad y la causalidad. Sin embargo, y en contraste con otras clases de
teor´ıas que propagan esp´ın 2 [11], la de tipo autodual no posee l´ımite no masivo (de
hecho, m 6= 0 es una condicio´n necesaria), y ma´s au´n, la restriccio´nM2 6= 0 es deman-
dada para poderse garantizar la equivalencia entre el sistema de v´ınculos lagrangianos
y la existencia de un campo (autodual) con propiedades de simetr´ıa, transversalidad,
traza nula, provisto de una ecuacio´n de movimiento hiperbo´lica-causal.
Hay otros aspectos del modelo autodual en dS/AdS, relacionados con la condicio´n
M2 6= 0. Por ejemplo, la accio´n (219) no posee invariancia conforme (Ape´ndice C), lo
cual es esencialmente un reflejo de la restriccio´n M2 6= 0, ya que la traza del tensor
momento-energ´ıa del campo autodual en la capa de masas es
T µµ = −M
2
2
h(s)Ttµνh
(s)Ttµν , (235)
razo´n por la cual, adema´s no sea posible mediante una transformacio´n de Weyl,
conseguir un marco local en el cual la propagacio´n sea no masiva. Pero, si se persiste
en mantener un te´rmino cuadra´tico en los campos al estilo Proca en la accio´n, no hay
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una via consistente de ”mejorar” el te´rmino lineal en masa, de la manera general en
la que m2 es reemplazada por f(N)R (Ape´ndice C), donde f(N) es una funcio´n de
la dimensio´n.
Ma´s au´n, el valor cr´ıtico M2 = 0 revela la existencia de una discontinuidad en la
teor´ıa autodual. Por un lado, esta´ la inconsistencia que ocurre en el sistema de v´ınculos
Lagrangianos cuando es evaluado este l´ımite, siendo esto es una circuns-tancia no
asociada al esquema de acoplamiento con el campo externo, sino una caracter´ıstica
propia de los te´rminos de autointeraccio´n cuadra´ticos en los campos. Esto podr´ıa
ilustrarse desde el punto de vista de la teor´ıa plana, considerando la accio´n siguiente
con dos para´metros
Sm1,m2 =
∫
d3x(
m1
2
ǫµνλhµ
α∂νhλα − m2
2
2
(hµνh
νµ − h2)) , (236)
la cual contiene a la teor´ıa autodual para el caso especial m1 = m2. En nuestra
discusio´n, es suficiente notar que del procedimiento de construccio´n de la accio´n re-
ducida de (236) (siguiendo el esquema presentado en la seccio´n §2.2), se puede mos-
trar que tomando m2 = 0, se obtiene una teor´ıa que no propaga grados de libertad
locales (de hecho la accio´n reducida es ide´nticamente nula). Pero si en cambio con-
sideramos m2 6= 0 durante todo el procedimiento, se llega a la expresio´n esperada:
Sm1,m2
∗ =
∫
d3x{PQ˙− 1
2
P 2+ 1
2
Q(∆−M2)Q}, donde M ≡ m22
m1
, P ≡ √2m2∆h(s)TL
y Q ≡ √2 m1
m2
∆h(s)TT es una funcio´n singular en m2 = 0, evi-dencia´ndose que la teor´ıa
no posee un l´ımite bien definido en este punto cr´ıtico. De manera ana´loga, lo anterior
se refleja en la accio´n para espacios de dS/AdS, (219) cuando M2 = 0.
En s´ıntesis, las restricciones (222) y (229),
6M4 −Rm2 6= 0 , (237)
M2 6= 0 , (238)
con M2 = m2 + σR, tienen informacio´n sobre el background y adema´s coinciden en
el l´ımite plano con la condicio´n de consistencia del modelo autodual: m 6= 0. Sin
embargo, insistimos en distinguir las condiciones (237) y (238), pues hemos visto que
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M2 aparece como una ”masa” al cuadrado en la accio´n (219), con lo que esta u´ltima
podr´ıa pensarse como una versio´n curvil´ınea de la accio´n de dos para´metros plana,
(236)(que contiene a la teor´ıa autodual). La presencia de M2 en la accio´n (219)
garantiza la no invariancia conforme del modelo autodual y establece el cara´cter
discont´ınuo o no de la teor´ıa. Este comportamiento imita al te´rmino Lagrangiano en
m2 para el caso de la teor´ıa plana.
3.2.1) Accio´n reducida
Si en el contexto de una teor´ıa en un espacio-tiempo curvo se desea realizar un pro-
cedimiento para obtener la accio´n reducida correspondiente, siguiendo un programa
similar al desarrolado en el caso plano, es posible encontrar serios obsta´culos cuando
se estudian espacios no Minkowskianos, inclu´ıdos los conformalmente planos.
Teniendo en mente la teor´ıa autodual, podemos decir que, independientemente
de lo extenuante que es el procedimiento de descomposicio´n 2 + 1 en un espacio
curvo, lo cual apunta a colocar las componentes del campo autodual hµν en te´rminos
de una descomposicio´n TL al estilo plano (si uno ensaya este camino) y en caso
de poderse identificar las variables cano´nicas ”Q” y ”P” involucradas en la accio´n,
nos encontramos finalmente con la dificultad de definir consistentemente potencias
arbitrarias del D’Alembertiano en un espacio no-Minowskiano (hecho relacionado
con la imposibilidad de implementar una descripcio´n de Fourier consistente [60]), que
permiten expresar las componentes del campo autodual en funcio´n de las variables
cano´nicas. A esta situacio´n debemos agregar que, como consecuencia tampoco sea
posible desarrollar un procedimiento con proyectores en las diferentes componentes
de esp´ın.
Sin embargo, como pasaremos a discutir de inmediato, es posible abordar cierto
ana´lisis que apunta a la descripcio´n del grado de libertad propagado via la accio´n
reducida, al menos en el contexto de espacios de curvatura constante.
Adicionalmente, requeriremos de un procedimiento que mantenga la covariancia
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expl´ıcita de la teor´ıa, evitando los inconvenientes adicionales que significa una des-
composicio´n 2 + 1 curva. En este sentido, recurrimos a una descomposicio´n Tt, al
estilo plano.
Comenzamos por descomponer al campo autodual en sus partes sime´trica y anti-
sime´trica
hµν ≡ h(s)µν + εµνλV λ , (239)
que usando en la accio´n (219), nos proporciona
Sadλ
(2) =
∫
d3x
√−g( m
2
εµνσgβαh(s)µβ∇νh(s)σα − M
2
2
(h(s)µνh
(s)µν − h(s)2) +
+mV µ(∇µh(s) −∇νh(s)µν)− m
2
εµνσVµ∇νVσ −M2VµV µ
)
,
(240)
cuyas ecuaciones de movimiento tienen un aspecto similar a las del caso plano
mεµνλ∇µh(s)να +mεµνα∇µh(s)νλ − 2M2h(s)λα + 2M2gλαh(s) +
−2mgλα∇µV µ +m(∇λV α +∇αV λ) = 0 , (241)
mεµνλ∇µVν + 2M2V λ −m∇λh(s) +m∇µh(s)µλ = 0 . (242)
La traza y la divergencia de (241) proporcionan
M2h(s) −m∇µV µ = 0 , (243)
mεµνλ∇νHλ − 2M2H µ + 2M2∇µh(s) +mV µ +
−m∇µ∇αV α − mR
3
V µ = 0 , (244)
donde Hλ ≡ ∇αh(s)λα. Usando la ecuacio´n (244) en el rotacional de (242), se obtiene
(Rm2 − 6M4)Vσ = 0 , (245)
que gracias a la restriccio´n (222) significa Vσ = 0. E´sto, junto con (243) conduce a
la relacio´n suplementaria h(s) = 0, y la ecuacio´n de movimiento (242) asegura que
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Hλ ≡ ∇αh(s)λα = 0. As´ı, como en el caso plano, de manera ide´ntica en los espacios de
curvatura constante se describe un campo autodual sime´trico-transverso-sin traza que
propaga esp´ın 2, y el espacio de fase reducido esta´ descrito u´nicamente por h(s)Ttµν ,
obtenie´ndose la accio´n reducida de la forma
Ssdλ
(2)∗ =
∫
d3x
√−g ( m
2
εµνσh(s)Ttµ
α∇νh(s)Ttσα − M
2
2
h(s)Ttµνh
(s)Ttµν
)
, (246)
que tiene un aspecto similar a la del caso plano. Gracias a la propiedad Tt, la ecuacio´n
de movimiento que se deriva de esta accio´n la podemos escribir como
mεσµν∇µh(s)Ttνβ −M2h(s)Ttσβ = 0 . (247)
De esta ecuacio´n concluimos que se trata de una propagacio´n masiva, pues si actuamos
sobre ella con εσαρ∇ρ obtenemos la ecuacio´n (230), es decir
(
− M4
m2
+ R
2
)
h(s)Ttµν = 0.
En el espacio tangente, Tp(M) con coordenadas locales planas ξ
a, esta u´ltima es
(
(ξ) − M
4
m2
+
R
2
)
h(s)Ttab(ξ) = 0 . (248)
Seguidamente, definimos localmente las partes ”+” y ”−” de h(s)Ttab(ξ) de la forma
h(s)Ttab
± ≡ 1
2
(
δdaδ
c
b
A ± δ
d
aǫb
rc ∂r
(ξ)
1
2
)
h(s)Ttdc , (249)
donde A ≡
√
1− Rm2
2M4
. Con esto, en la capa de masas local (248) se obtiene
(
(ξ) − M
4
m2
+
R
2
)
h(s)Ttab
+
(ξ) = 0 , (250)
h(s)Ttab
−
(ξ) = 0 , (251)
indicando que solo se propaga localmente h(s)Ttab
+
(h(s)Ttab
−
), segu´n el signo de la
helicidad.
Es de observarse que la expresio´n (249) puede reescribirse como h(s)Ttab
± ≡
P±dcabh(s)Ttdc, donde
P±dcab ≡ 1
4
(
1
A
(
δdaδ
c
b + δ
c
aδ
d
b
)± (δdaǫbrc + δcaǫbrd) ∂r
(ξ)
1
2
)
, (252)
no es un proyector, ya que A 6= 1.
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4) Formulacio´n GL(N,R) de calibre de la gravedad
El problema relacionado con la construccio´n de una teor´ıa de calibre para la gravi-
tacio´n abarca una considerable cantidad de aproximaciones. Partiendo con Utiyama
[21], quien fuese uno de los primeros en reconocer el cara´cter de ”calibre” del campo
gravitacional al presentar una formulacio´n para la gravedad basada en la visio´n del
grupo homoge´neo de Lorentz como grupo de calibre, pasando por construcciones en
las que se relaja la propiedad de simetr´ıa de la conexio´n (p.ej.: espacio-tiempo de
Riemann-Cartan) [30], incluso donde se remueve la condicio´n me´trico-compatible o
metricidad (∇αgµν 6= 0), arribando a teor´ıas basadas en geometr´ıas no-Riemannianas
[61].
Con la finalidad de comparar y explorar la consistencia entre las soluciones de la
teor´ıa de Einstein con las provenientes de una formulacio´n de calibre de la gravedad,
enfocamos nuestra atencio´n en la construccio´n basada en un subgrupo af´ın, GL(N,R)
[25],[38], la cual considera como campo de calibre a la conexio´n af´ın. Obviamente,
escoger este subgrupo produce limitaciones relacionadas con el contexto de teor´ıas
supersime´tricas que demandan las simetr´ıas de translacio´n. Pero teniendo en mente
la discusio´n de la consistencia bajo un dado esquema de acoplamiento con materia, es
suficiente abordar la construccio´n de calibre GL(N,R) en un espacio Riemanniano.
Abordaremos una densidad Lagrangiana de tipo Yang-Mills con el grupo de calibre
GL(N,R), que estara´ relacionada con una de tipo cuadra´tico en la curvatura de
Riemann-Christoffel. Este tipo de lagrangianos poseen gran intere´s, debido a que,
desde el punto de vista de la teor´ıa de campos esta´ndar conducen a teor´ıas en las que
los problemas de renormalizacio´n son menos severos [62]; desde el punto de vista de
la teor´ıa de cuerdas, este tipo de te´rminos aparecen en el l´ımite de bajas energ´ıas del
Lagrangiano efectivo de gravedad (ver [63], por ejemplo).
El propo´sito principal es el de explorar un esquema covariante general (o invariante
de calibre) para el acoplamiento no minimal con campos materiales en N dimensiones,
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via la conexio´n de calibre GL(N,R). As´ı, podremos estudiar la consistencia entre este
tipo de teor´ıas y la de Einstein. Como mostraremos, en el caso del vac´ıo, el u´ltimo
requerimiento demanda que en el Lagrangiano se introduzca un te´rmino proporcional
al cuadrado de la constante cosmolo´gica.
Por otra parte, cuando los campos materiales son introducidos, se observa que
la consistencia exigida produce restricciones sobre estos campos y los posibles va-
lores de la constante cosmolo´gica. Seguidamente, se encuentra que la introduccio´n
de te´rminos Lagrangianos de acoplamiento asociados a campos auxiliares, permite
remover las restricciones sobre los campos materiales [38]. All´ı, y como escenario
u´til debido a sus propiedades geome´tricas particulares, abordaremos el caso 2 + 1
dimensional.
Finalmente, en dimensio´n 2 + 1 introducimos la formulacio´n de calibre GL(3, R)
de la gravedad topolo´gicamente masiva con constante cosmolo´gica [64], observando
su l´ımite de torsio´n nula, el cual es consistente con la gravedad topolo´gica masiva con
constante cosmolo´gica [65].
4.1) Teor´ıa libre
Con la finalidad de motivar de una manera heur´ıstica la introduccio´n de una
formulacio´n de calibre basada en el grupo de transformaciones generales de coordena-
das de la Relatividad General, comenzamos por establecer algunos de los elementos
formales desde el punto de vista geome´trico-diferencial [66] de tal cons-truccio´n.
Consideremos que nuestro espacio-tiempo N -dimensional es una variedad dife-
rencial, M provista con me´trica gµν de signatura Lorentziana, coordenadas curvas x
µ,
y localmente planas ξa. En cada punto p ∈ M se define un espacio tangente, Tp(M)
como aproximacio´n lineal de M en una vecindad de p. Esto nos permite representar
objetos tensoriales en M mediante tensores del espacio tangente.
Sean Vµ
a, las componentes de un objeto tensorial mixto con ı´ndices curvo y plano
local, que toman valores en la variedad, entonces introducimos la conexio´n de esp´ın,
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ωµb
a y la af´ın, Γλµν con las cuales se define la derivada covariante Dµ que actu´a
sobre objetos mixtos (ape´ndice B). De aqu´ı, la condicio´n de metricidad o condicio´n
me´trico-compatible de la conexio´n af´ın (∇µgαβ = 0), la garantizaremos demandando
la propiedad Dµeν
a = 0, donde eν
a son los vielbeins que satisfacen gµν = eµ
aeν
bηab.
De esto sigue que el tensor de torsio´n puede ser escrito como
T λµν ≡ Γλµν − Γλνµ = eλa(∂µeνa − ∂νeµa + ωµνa − ωνµa) , (253)
donde la notacio´n es ωµν
a ≡ eνb ωµba, etc.
Si los elementos de matriz de GL(N,R) y los de las transformaciones de Lorentz
locales son denotados como (U)αµ ≡ ∂x
′α
∂xµ
y (L)ab ≡ ∂ξ
′a
∂ξb
, respectivamente, el compor-
tamiento covariante de la derivadaDµ demanda las siguientes reglas de transformacio´n
para las conexiones
ω′µ = LωµL−1 + L∂µL−1 , (254)
Aa
′ = UAaU−1 + U∂aU−1 , (255)
con la notacio´n (Aa)
µ
ν ≡ eαa(Aα)µν , siendo
(Aα)
µ
ν ≡ Γµαν , (256)
observa´ndose que (Aa)
µ
ν se comporta como una conexio´n GL(N,R) que transforma
como un vector lorentziano (local) en el ı´ndice plano. Esto sugiere la idea de que
subyace alguna estructura de fibrado construido a partir del espacio base M .
Para dilucidar esto, comencemos recordando que toda variedad N -dimensional
diferenciable M (que tambie´n llamaremos variedad base), por definicio´n esta´ provis-
ta de una familia de cartas, {(Un , ϕn)} que la cubren. Aqu´ı, Un es una vecindad
del punto pn ∈ M (tal que
⋃
todos los n Un = M) y ϕn es la funcio´n de coordenadas
representadas por N funciones reales {x0(p), x1(p), ..., xN−1(p)}. El cubrimiento de
M tambie´n puede ser enfocado desde el punto de vista de una coleccio´n de espacios
tangentes definiendo la variedad
T (M) ≡
⋃
p∈M
Tp(M) , (257)
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y cuya definicio´n podemos especializar para una vecindad cualquiera de M
T (Un) ≡
⋃
p∈Un
Tp(M) . (258)
Los elementos de T (Un) estan caracterizados por un arreglo del tipo (p , V (p))
donde V (p) = V µ(p) ∂
∂xµ
∈ Tp(M) es un vector representado en la base del espacio
tangente. Entonces, si observamos que la vecindad Un es homeomo´rfica a un subcon-
junto de RN y que cada Tp(M) a R
N , se concluye que T (Un) puede ser identificado
con RN × RN .
Seguidamente, se introduce un mapa sobreyectivo llamado proyeccio´n, que manda
puntos de T (Un) a Un, π : T (Un) −→ Un. Esto indica que para cualquier punto
u ∈ T (Un), π(u) es un punto p ∈ Un en donde esta´ definido un vector V (p) ∈ Tp(M).
Entonces, la fibra en el punto p se define como Fp ≡ π−1(p) = Tp(M), razo´n por la
cual esta construccio´n recibe el nombre de fibrado tangente.
Es fundamental notar que la identificacio´n de T (Un) con R
N × RN nos dice que
T (M) posee esta estructura localmente. En el caso del fibrado trivial T (M) = RN ×
RN (o localmente en un caso no trivial), se puede ver que un elemento V (p) del espacio
tangente a un punto p ∈ Umn ≡ Um
⋃
Un posee simulta´neamente dos representaciones
relacionadas por
V ′µ(x′
(p)
) = (U)
µ
ν (x(p))
V ν (x(p)) , (259)
donde (U)µν es un elemento no singular de GL(N,R). Esto indica que los elementos
de la fibra son transformados mediante G ≡ GL(N,R), el cual recibe el nombre de
grupo de estructura del fibrado tangente, T (M).
La construccio´n restante, es decir, el mapa de trivializacio´n local que manda a
π−1(Un) −→ Un × F y las funciones de transicio´n, tmn ∈ G, que relacionan dos
elementos de la fibra en p ∈ Umn (esto es fm = tmn(p)fn con fm y fn ∈ Fp), seran
asumidos como ya establecidos.
Dada la formulacio´n del fibrado tangente, si mantenemos la variedad base, el grupo
de estructura, G y las funciones de transicio´n, podemos reemplazar la fibra, Tp(M) por
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G y obtener, as´ı el fibrado principal, P (E). Este tipo de fibrado, asociado a cualquier
fibrado E juega un rol fundamenal en el criterio que se usa para discernir la trivialidad
o no de e´ste u´ltimo. En nuestro caso, es bien sabido que el fibrado principal asociado
a E ≡ T (M) es el fibrado de referenciales (frame bundle), P (E) = F (M), cuya fibra
consiste en la coleccio´n ordenada de todas las bases del espacio tangente. Como un
par de bases cualesquiera estan conectadas por la accio´n del grupo G = GL(N,R), la
fibra en cuestio´n es identificada con la variedad asociada a GL(N,R).
Los te´rminos conexio´n y curvatura estan estrechamente vinculados. Cuando deci-
mos que nuestra variedad M es curva nos referimos a que el espacio tangente cambia
en la medida en que nos movemos de un punto a otro en la variedad. A la par de esto,
la conexio´n se encarga de establecer un ”puente” entre distintos espacios tangentes,
y e´sta es introducida formalmente cuando se realiza el transporte paralelo.
Desde el punto de vista de la estructura geome´trica discutida, el transporte pa-
ralelo requiere que el espacio tangente Tu(P ) al fibrado principal P (E) ≡ F (M), sea
separado (suma directa) en un sub-espacio vertical y uno horizontal
Tu(P ) = Vu(P )⊕Hu(P ) , u ∈ P (E) , (260)
con lo cual un campo vectorial bien definido en P (E) puede ser descompuesto en
sus partes pertenecientes a Vu(P ) y Hu(P ). Adema´s es demandado que los subespa-
cios Hu(P ) y Hu′(P ), con u
′ = ug , g ∈ G, esten relacionados por un mapa lineal,
asegura´ndose el transporte paralelo a lo largo de la fibra (todos los Hu′(P ) de una
fibra quedan determinados por Hu(P )). Entonces, con todo esto y si la separacio´n
Tu(P ) = Vu(P )⊕Hu(P ) es u´nica, y se dice que se ha definido una conexio´n.
Esta construccio´n geome´trica es realizada mediante la introduccio´n de una uno-
forma de conexio´n, An perteneciente al espacio cotangente (Tp∗(P )) en un punto p de
Un, y que toma valores en el a´lgebra del grupo G (p.ej.: A = Aµdxµ = Aaµ tadxµ donde
ta son los generadores del grupo G). Esta conexio´n local debe satisfacer la condicio´n
de compatibilidad An = tmn−1Amtmn + tmn−1dtmn, en los puntos pertenecientes al
solapamiento de las cartas Umn ≡ Um ∪ Un. Tal condicio´n esencialmente encierra el
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concepto de transformacio´n de calibre, ya que escogiendo dos secciones locales, σ1(p)
y σ2(p) (definidas por mapas de p ∈ M en la fibra de P (E)) sobre una carta de M ,
y sabiendo que e´stas estan relacionadas mediante la accio´n del grupo de estructura
(σ2(p) = σ1(p)g(p) , g ∈ G), entonces las uno-forma de conexio´n locales, A1 y A2 se
relacionan mediante (en componentes)
A2µ(p) = g−1(p)A1µ(p)g(p) + g−1(p)∂µg(p) , p ∈ U1 ∪ U2 , (261)
que salvo un cambio de nomenclatura es la misma relacio´n (255).
Queremos insistir en notar que, siguiendo la filosof´ıa de Cartan y Palatini uno pue-
de asumir una descripcio´n en la que tanto la metricidad (estructura me´trica asociada
a la variedad), como el paralelismo (estructura af´ın) sean conceptos independientes,
sin establecer a priori ninguna relacio´n funcional entre la conexio´n y la me´trica.
Siguiendo con la construccio´n de los objetos que necesitaremos para la formulacio´n
Lagrangiana, introducimos el tensor de curvatura de Riemann, Rασµν a trave´s de la
aplicacio´n del conmutador [∇µ,∇ν ] ≡ ∇µ∇ν − ∇ν∇µ sobre algu´n tensor de rango
1 (Ape´ndice B), en donde pueden identificarse las formas del tensor de curvatura y
torsio´n. Usando esta definicio´n, las componentes del tensor de curvatura son reescritas
como
Rσαµν ≡ (Fνµ)σα , (262)
donde
(Fµν)
σ
α
≡ (∂µAν − ∂νAµ + [Aµ , Aν ])σα , (263)
son las componentes de la curvatura de tipo Yang-Mills.
4.1.1) Ecuaciones de campo
Con la finalidad de estudiar la relacio´n entre las soluciones obtenidas de una for-
mulacio´n lagrangiana invariante de calibre construida con Fαβ , y las correspondientes
a la gravedad de Einstein con constante cosmolo´gica en un espacio sin torsio´n (EGλ),
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consideraremos que las soluciones f´ısicas del tensor de Ricci en el contexto de la EGλ,
son las que satisfacen la ecuacio´n de campo
Rαβ − g
αβ
2
R − λgαβ = −8πGT αβ , (264)
donde T αβ es el tensor momento-energ´ıa asociado a los campos materiales y λ la
constante cosmolo´gica.
Un primer paso sera´ el de presentar el modelo libre (sin materia) con torsio´n no
necesariamente nula. As´ı, sea la accio´n invariante de calibre para T αβ = 0
So = κ
4−N
∫
dNx
√−g (−1
4
tr FαβFαβ + Λ(λ)) , (265)
donde Λ(λ) esta´ relaciona con la constante cosmolo´gica y κ tiene unidades de lon-
gitud (o simplemente decimos, [κ] ∼ l). Obse´rvese que la accio´n (265) coincide
con una teor´ıa Lagrangiana cuadra´tica del tensor de Riemann de la forma So =
κ4−N
∫
dNx
√−g (−1
4
RαβσρRαβρσ + Λ(λ)).
La primer variacio´n de So en la conexio´n, a menos de un te´rmino de borde es
δASo = κ
4−N ∫ dNx√−g tr EλδAλ, con lo que la ecuacio´n de movimiento es
E
λ ≡ 1√−g ∂µ(
√−g Fµλ) + [Fλµ,Aµ] = 0 , (266)
y si variamos (265) respecto a los vielbeins (o la me´trica) obtenemos
Tµν(F) + κ
4−NΛ(λ) gµν = 0 , (267)
donde Tµν(F) = κ
4−N tr (FµβFν
β − gµν
4
FαβFαβ), es el tensor momento-energ´ıa de Be-
linfante asociado a la curvatura GL(N,R). La ecuacio´n (267) nos dice, en te´rminos
generales que en esta formulacio´n sin materia, la fuente de energ´ıa y momento gra-
vitacional proviene de la constante cosmolo´gica (via Λ(λ)), lo cual es una suerte de
visio´n compartida con la formulacio´n original de Hilbert-Einstein en el caso del vac´ıo
con constante cosmolo´gica, pues en este caso, esta u´ltima podr´ıa ser vista como fuente
de curvatura del espacio-tiempo.
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En un espacio sin torsio´n, el miembro izquierdo de (266) se reduce a Eλ = ∇µFλµ, el
cual puede ser reescrito en te´rminos del tensor de Ricci con la ayuda de las identidades
de Bianchi, de la forma
(Eλ)σα = ∇αRλσ −∇σRλα . (268)
Las soluciones triviales sin torsio´n para δASo = 0 son las de tipo dS/AdS. Tomando
la solucio´n Rαβ = −(2λ/(N − 2))gαβ, la curvatura Fαβ puede ser evaluada usando
(262), o sea
(Fµν)
α
β
=
2λ
(N − 2)(N − 1)(δ
α
νgβµ − δαµgβν) , (269)
y puede mostrarse por sustitucio´n, que esta u´ltima satisface ide´nticamente a la ecua-
cio´n (267) si
Λ(λ) = − 2(N − 4)
(N − 2)2(N − 1) λ
2 . (270)
En otras palabras, esta condicio´n garantiza que los espacios de dS/AdS son soluciones
triviales de la extremal de la accio´n So. Puede notarse que la constante Λ no distingue
entre dS o AdS en este tipo de formulacio´n Lagrangiana, en contraste con lo ocurrido
en la de Hilbert-Einstein. Sin embargo, Λ establece otro tipo de clasificacio´n. Cuando
N = 3, Λ toma los valores λ2 ≥ 0, mientras que la constante cosmolo´gica no aparece
expl´ıcitamente en la accio´n para N = 4. Por otro lado, si N > 4 se tiene Λ ≤ 0. Inme-
diatamente uno puede decir que el contenido f´ısico de las clases de Λ esta´ relacionado
no solo con la curvatura del espacio-tiempo sino con una correccio´n del Hamiltoniano
asociado.
En el ana´lisis variacional que hemos asumido, consecuentemente hemos pensado
en un principio de tipo Palatini (p.ej.: variaciones independientes de la conexio´n
GL(N,R) y los vielbeins o la me´trica), pensando en la configuracio´n general T λµν 6= 0,
para las variables definidas.
Ahora bien, debemos notar que el resultado obtenido puede recuperarse a partir
de un procedimiento ma´s general. Un punto de partida alternativo podr´ıa ser el
de redefinir una nueva lagrangiana en la que se incluyan N
2(N−1)
2
v´ınculos sobre la
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conexio´n, los cuales tienen la forma
1
2
T λµν =
1
2
[(Aµ)
λ
ν
− (Aν)λµ] = 0 , (271)
y los llamaremos ”v´ınculos de torsio´n”. Para esto, introducimos N
2(N−1)
2
multiplica-
dores de Lagrange, Cαµν que satisfacen la condicio´n de antisimetr´ıa
Cαµν = −Cανµ . (272)
Con esto, la nueva accio´n con v´ınculos es
S ′o = So + κ
1−N
∫
dNx
√−g Cαλσ(Aλ)ασ . (273)
Las ecuaciones de movimiento asociadas a la conexio´n, evaluadas sobre los v´ınculos
de torsio´n ahora tienen la forma, ∇µ(Fλµ)σα+κ−3Cαλσ = 0, que en te´rminos del tensor
de Ricci son reescritas como
∇αRλσ −∇σRλα + κ−3Cαλσ = 0 . (274)
Las variaciones en los vielbeins, evaluadas sobre los v´ınculos de torsio´n, siguen pro-
porcionando (267). Los v´ınculos (271), junto con la condicio´n de metricidad significan
(Aµ)λν ≡ Γλµν = 12 (∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν).
As´ı, manipulando a (274), se obtienen los muliplicadores y una condicio´n para la
curvatura escalar, es decir
Cαλσ = 0 , (275)
R = constante . (276)
Obse´rvese que (275) indica que, al menos en el caso libre, el l´ımite de torsio´n nula se
puede obtener mediante la evaluacio´n directa de las ecuaciones de campo con torsio´n,
(266) y (267), tomando la conexio´n como los s´ımbolos de Christoffel. En la seccio´n §
4.3.3, mostraremos que e´ste no es el caso de la formulacio´n de calibre de la gravedad
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topolo´gicamente masiva con constante cosmolo´gica ya que, para obtener un l´ımite
de torsio´n nula consistente deben incluirse necesariamente los v´ınculos de torsio´n.
La restriccio´n sobre la curvatura, (276) significa una relacio´n de consistencia con la
solucio´n de tipo dS/AdS de la gravedad de Einstein.
Ma´s au´n, aqu´ı es importante notar que e´sta construccio´n es consistente con la
formulacio´n original de Einstein, incluso concluyendo que en una variedad contractible
sin constante cosmolo´gica, la ecuacio´n Fαβ = 0 posee solucio´n nula, en concordancia
con el hecho bien conocido de que en tal caso la gravitacio´n libre no propaga grados
locales de libertad.
4.2) Acoplamiento con materia
Inspirados en un modelo de acoplamiento minimal, ma´s un te´rmino de auto-
interaccio´n, como el caso del campo de Proca acoplado con una corriente: S =∫
dNξ(−1
4
fµνfµν + jµA
µ+ m
2
2
AµA
µ), aqu´ı realizamos un primer ensayo de un esque-
ma de acoplamiento con materia a trave´s de la conexio´n Aµ [38], como una extensio´n
no abeliana de la idea mencionada. As´ı, exploraremos un posible esquema general y
covariante bajo GL(N,R), para el acoplamiento no minimal con campos materiales,
de la forma
S = κ4−N
∫
dNx
√−g (−1
4
tr FαβFαβ+Λ(λ)+ℓ(g, ψ)+4πG trM
αβ(g, ψ)Fαβ
)
, (277)
donde el te´rmino invariante de calibre ℓ(g, ψ) y el tensor antisime´trico Mαβ(g, ψ) =
−Mβα(g, ψ) dependen de la me´trica y los campos materiales. De estas definiciones
sigue que, despue´s de una integracio´n por partes de la accio´n S, pueden obte-nerse un
te´rmino tipo ”corriente” (p.ej.: acoplamiento minimal) y un te´rmino de ”masa” (p.ej.:
acoplamiento de tipo Proca). Obviamente, nuestro problema es el de explorar la forma
de los objetos ℓ(g, ψ) y Mαβ(g, ψ), requeriendo la consistencia con las soluciones de
la gravedad de Einstein.
Aqu´ı, siguiendo la idea de obtener un te´rmino de ”masa” proponemos un acopla-
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miento via la fuente de momento y energ´ıa de los campos materiales (que la tomaremos
como el tensor momento-energ´ıa de Belinfante de e´stos, Tσρ), es decir
(Mαβ)µν = (N
αβσρ)µν Tσρ + (n
αβ)µν , (278)
donde los objetos Nαβσρ y nαβ dependen solo de la me´trica y pediremos que tengan
las propiedades de simetr´ıa siguientes
(Nαβσρ)µν = −(Nβασρ)µν = (Nαβρσ)µν , (279)
(nαβ)µν = −(nβα)µν , (280)
Las formas generales de e´stos, construidas con la me´tica, y en consistencia con las
propiedades de simetr´ıa esperadas son
(Nαβσρ)µν ≡ c1
(
gµαδβν − gµβδαν
)
gσρ + c2
(
gραδβν − gρβδαν
)
gσµ
+ c3
(
gµαgρβ − gµβgρα)δσν , (281)
(nαβ)µν ≡ a
(
gµαδβν − gµβδαν
)
, (282)
siendo c1, c2, c3 y a para´metros reales.
Como ilustracio´n de esta primer aproximacio´n del esquema de acoplamiento, consi-
deraremos un sistema de campos materiales cuyo tensor momento-energ´ıa no depende
expl´ıcitamente en la conexio´n, solo por simplicidad. Este tipo de sistemas se puede in-
sertar dentro de una clase caracterizada por un tensor momento-energ´ıa, cuyo aspecto
es de la forma
Tµν = (α δ
λ
µδ
ρ
ν + β g
λρgµν)ψλρ , (283)
con α y β reales, y ψλρ un tensor sime´trico que contiene la informacio´n acerca de
los campos materiales (tabla 3). El tensor (283) puede describir algunos sistemas
interesantes, como los que mostramos a continuacio´n
Fuente ψµν α β
campo escalar no masivo ∂µφ∂νφ 1 −12
fluido homoge´neo gαµgβνU
αUβ p+ ρ p
campo electromagne´tico gλρfµλfνρ 1
1
4
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tabla 3
En la tabla anterior, adema´s del campo escalar real no masivo, hemos considerado
un fluido homoge´neo perfecto con densidad ρ, presio´n p y velocidad Uλ, y tambie´n
un campo electromagne´tico con campo de Maxwell, fµν ≡ ∇νAµ − ∇µAν . Como es
de observarse, en estos dos ultimos casos, los campos ψµν tienen dependencia en la
me´trica, y en el de Maxwell, incluso en la conexio´n af´ın (si la torsio´n no es nula). De
ahora en adelante estudiaremos el caso particular en que ψµν no depende de la me´trica
(p. ej.: campo escalar real no masivo), sin modificar notablemente las generalidades
de los resultados que discutiremos, al menos en relacio´n con el caso de dependencia
exclusiva en la me´trica y campos materiales [67].
As´ı, realizando variaciones en la conexio´n de la accio´n S, se obtiene
δAS = κ
4−N
∫
dNx
√−g tr
[
E
λ − 8πG ( 1√−g ∂µ(√−gMλµ) + [Mλµ,Aµ])
]
δAλ ,
(284)
a menos de un te´rmino de borde. Cuando las ecuaciones de movimiento provenientes
de δAS = 0 son escritas en un espacio-tiempo sin torsio´n, con la ayuda de (268), (278)
y la condicio´n de metricidad, se tiene
∇ν
(
Rαµ − 8πGc1gαµT − 8πGc2T αµ + c4λgαµ
)
+
−∇µ(Rαν − 8πGc1δανT − 8πGc3T αν + c4λδαν)+
+8πG
(
c2δ
α
ν∇βT µβ − c3gαµ∇βT βν
)
= 0 , (285)
donde hemos usado la libertad de introducir un te´rmino cosmolo´gico con para´metro
c4. La ecuacio´n (285) dice que las soluciones de la gravedad de Einstein con cons-tante
cosmolo´gica (EGλ) siguen siendo triviales (como ocurr´ıa con las de dS/AdS para el
vac´ıo, como nuestra condicio´n de consistencia), si los para´metros toman los valores
c4 = 2c1 =
2
N − 2 , c2 = c3 = −1 , (286)
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pues con esto, los argumentos en las dos primeras derivadas covariantes en (285), son
simplemente Rαβ − gαβ
2
R− λgαβ + 8πGT αβ, los cuales se anulan sobre las soluciones
de la EGλ.
As´ı, sobre las soluciones de la EGλ, la ecuacio´n (285) se reduce a
− δαν∇βT µβ + gαµ∇βT βν = 0 , (287)
siendo e´sta equivalente a demandar que T µν sea conservado
∇νT µν = 0 . (288)
La eleccio´n de los para´metros de acoplamiento, (286) (hecha en la referencia [38])
en busca de la consistencia con las soluciones de la EGλ, no es u´nica. Esto puede
mostrarse a partir de la inclusio´n de los v´ınculos de torsio´n, (271) en la accio´n (277),
de manera que ahora se tiene
S ′ = κ4−N
∫
dNx
√−g (− 1
4
tr FαβFαβ + Λ(λ) + ℓ(g, ψ)
+ 4πG trMαβ(g, ψ)Fαβ + κ
−3Cαλσ(Aλ)ασ
)
. (289)
Esta nueva accio´n proporciona las ecuaciones de movimiento de la conexio´n, que
pueden ser escritas en analog´ıa al caso libre de materia, como
∇αℜ(2)λσ −∇σℜ(3)λα +∇βΘβλασ + κ−3Cαλσ = 0 , (290)
donde hemos definido los objetos
ℜ(n)λσ ≡ Rλσ − 8πGc1Tgλσ − 8πGcnTλσ + c4λgλσ , n = 2, 3 , (291)
con c4 un para´metro libre y
Θβανµ ≡ 8πG(c2gανTµβ − c3gαµTνβ) . (292)
Manipulando la ecuacio´n (290), tomando trazas y contracciones con el tensor de
Levi-Civita, pueden obtenerse los multiplicadores, ma´s ciertas restricciones sobre los
para´metros de acoplamiento y la curvatura, como se muestra a conti-nuacio´n
Cαλσ = 0 , (293)
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c2 = c3 , (294)
∂µ
(−R + 16πG[(N − 1)c1 + c2]T )+ 16πG(N − 2)c2∇αT αµ = 0 . (295)
Si imponemos la condicio´n de que el tensor momento-energ´ıa de los campos materiales
sea conservado, ec. (288), la relacio´n (295) se reduce a
R− 16πG[(N − 1)c1 + c2]T = c , (296)
con c = constante. Tomando la eleccio´n particular
(N − 1)c1 + c2 = 1
N − 2 , (297)
c = − 2Nλ
N − 2 , (298)
puede mostrarse que (296) coincide con la traza de las ecuaciones de Einstein, lo
cual para nuestro intere´s constituye una relacio´n de consistencia de la formulacio´n de
calibre. La fijacio´n (286) es un caso particular de (297).
Existen ma´s restricciones sobre los campos materiales, adema´s de las que surgen
al pedirse que e´stos posean un tensor momento-energ´ıa conservado. Esta vez cuando
las variaciones en los vielbeins o la me´trica, son realizadas. Obviamente necesitamos
decir algo sobre la forma de ℓ(g, ψ). Para esto demandaremos algunas propiedades.
Por un lado, esta densidad Lagrangiana debe ser consistente con el l´ımite de vac´ıo
material de la teor´ıa, es decir ℓ(g, ψ) → 0 si α y β van a cero. Adema´s, si la gravi-
tacio´n fuese ”apagada”, habremos de esperar que la accio´n de los campos materiales,∫
dNx
√−g ℓ(g, ψ) se redujese a la accio´n esta´ndar de e´stos en un espacio-tiempo
plano, que llamaremos
∫
dNξ L(ψ)|ηµν , y cuya densidad Lagrangiana en un espacio
curvo ya mostraremos. So´lo por cuestiones de nomenclatura esta situacio´n la denomi-
naremos como el l´ımite de no acoplamiento gravitacional, y lo realizaremos tomando
el l´ımite G→ 0 y gµν → ηµν con λ = 0.
Con esto en mente, y considerando que nuestra formulacio´n es de tipo cuadra´tica
en el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, proponemos una forma general,
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tambie´n cuadra´tica para la contribucio´n de estos campos
ℓ(g, ψ) ≡ L(ψ) + b1T 2 + b2TµνT µν = q + k ψ + b ψ2 , (299)
donde hemos usado (283) y que la densidad Lagrangiana de los campos materiales
en un espacio-tiempo curvo es L(ψ) = k(α,β)ψ + q(α,β), donde los para´metros k y q
dependen de cuales sean los campos que estemos considerando. En el caso del campo
escalar real no masivo, mostrado en la tabla 3, e´stos para´metros son k = −1
2
y q = 0.
Adema´s, b = b1(α+Nβ)
2+ b2(α
2+2αβ+Nβ2) es otro para´metro real. Ma´s adelante
examinaremos el l´ımite de no acoplamiento gravitacional para el para´metro b, el cual
demanda el valor b→ 0 para que ℓ(g, ψ)→ L(ψ)|gµν=ηµν .
La variacio´n de los vielbeins en la accio´n S puede escribirse en te´rminos del tensor
de Ricci, Weyl y los campos materiales. Con esto, las ecuaciones de campo son
P σd
[
ψαβ , e
µ
a, Rαβ
]
+Qσd
[
eµa, Rαβ
]
+ Sσd
[
ψαβ , e
µ
a, Rαβ, Cαβµν
]
= 0 , (300)
donde P σd y Q
σ
d son polinomios cuadra´ticos en ψαβ y el tensor de Ricci, definidos
por
P σd ≡ (bψ2 + kψ + q)eσd − 2kψσd − 4bψψσd + 16πGα
N − 3
N − 2 R
µνψµνe
σ
d
+8πGα
8− 3N
N − 2 (Rµdψ
µσ +Rµσψµd) + 16πGβ
4−N
N − 2 R
σ
dψ
+8πG
(3−N)α − (N − 1)(4−N)β
(N − 2)(N − 1) Rψe
σ
d
+16πG
(N − 2)α + (N − 1)(4−N)β
(N − 2)(N − 1) Rψ
σ
d ,
(301)
Qσd ≡
2(4−N)
(N − 2)2 R
µσRµd − 4−N
(N − 2)2 R
µνRµνe
σ
d − 4
(N − 2)2(N − 1) RR
σ
d
− N − 6
2(N − 2)2(N − 1) R
2eσd − 8πGaReσd + 16πGaRσd + Λ(λ)eσd ,
(302)
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ySσd ≡ CµνλσCµνλd − e
σ
d
4
CµνλρCµνλρ − CµνλσRµνλd −RµνλσCµνλd
+
eσd
2
CµνλρRµνλρ + 16πGαC
σµν
dψµν ,
(303)
con Cµνλα el tensor de Weyl.
En este punto, uno puede explorar el caso particular en el cual N = 3, debido a que
all´ı el tensor de Weyl es ide´nticamente nulo y el tratamiento se aligera notablemente.
Con esto, la ecuacio´n de movimiento de los dreibeins es(
P σd
[
ψαβ , e
µ
a, Rαβ
]
+Qσd
[
eµa, Rαβ
])
N=3
= 0 . (304)
Entonces, si se espera que la extremal de la accio´n S sea consistente con las
ecuaciones de Einstein en un espacio sin torsio´n, necesitaremos evaluar (304) sobre
e´stas. As´ı, usando (283) en (264), escribimos
Rαβ(ψ) = −2λgαβ + 8πG(α+ 2β)ψgαβ − 8πGαψαβ , (305)
con la cual evaluamos (304), obteniendo
(− 4b+ 4(8πG)2(α2 + 2αβ + 3β2))ψψσd
+
(
b− (8πG)2(α2 + 2αβ + 3β2))ψ2eσd
−(2k + 16πG[3λ(α+ 2β) + 8πGαa])ψσd
+
(
k + 16πG[λ(α + 2β)− 8πGβa])ψeσd
+(q + 16πGaλ)eσd = 0 . (306)
Si no se considera ningu´n tipo de restriccio´n sobre los campos ψαβ , el te´rmino
independiente de campos materiales en (306), por ejemplo significa una restriccio´n
sobre la constante cosmolo´gica, esto es λ = − q
16πGa
. Pero, desde otro punto de vista,
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de no esperarse ninguna obstruccio´n en los posibles valores de λ (a diferencia, por
supuesto del caso del estudio dina´mico de los campos de espines altos en interaccio´n
con un campo gravitacional, visto como un objeto externo), la ecuacio´n (306) nece-
sariamente representa una restriccio´n para los campos materiales. Aqu´ı imponemos
una primer condicio´n sobre las posibles configuraciones de los campos, es decir
ψ = constante , (307)
pues obse´rvese que la traza de (306) es un polinomio cuadra´tico en ψ, con coeficientes
constantes. Eventualmente, el tipo de restricciones como la (307) no ser´ıa severa en
el caso de un fluido perfecto (p.ej.: ψ = UµUµ = −1). De todas formas, para todo ψσd
con ψ = constante, la ecuacio´n (306) proporciona un sistema de dos relaciones para
a y b
2ψb+ (8πG)2αa = 2(8πG)2(α2 + 2αβ + 3β2)ψ − 24πGλ(α+ 2β)− k , (308)
ψ2b+16πG(λ−8πGβψ)a = (8πG)2(α2+2αβ+3β2)ψ2− (k+16πGλ(α+2β))ψ− q .
(309)
el cual posee soluciones regulares si se demanda que el determinante sea no singular,
dando a lugar una nueva restriccio´n
ψ(4λ− 8πG(α + 4β)ψ) 6= 0 . (310)
Ahora podemos estudiar el l´ımite de no acoplamiento gravitacional para el para´metro
b
b |λ=0= (8πG)2
(
α3 + 6α2β + 11αβ2 + 12β3
α + 4β
)
− (α + 2β)kψ + qα
(α+ 4β)ψ2
, (311)
siendo consistente, por ejemplo en el caso de un campo escalar no masivo, donde
α = 1, β = −1/2 y q = 0, pues b |λ=0= 34(8πG)2.
Queremos subrayar que la ecuaciones (307) y (310) significan que el esquema
de acoplamiento no minimal, presentado en (277) es consistente con la gravedad de
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Einstein, solo bajo ciertas condiciones relacionadas con la clase de distribucio´n de los
campos materiales.
4.2.1) Inclusio´n de campos auxiliares
Las restricciones sobre los campos materiales, mencionadas en la seccio´n anterior
no son un aspecto sorprendente. De hecho, desde el punto de vista de campos de
espines altos dina´micos, acoplados con gravedad como interaccio´n externa, puede
encontrarse que tal teor´ıa solo es consistente en ciertos espacio-tiempos [1]-[11]. As´ı,
ensayaremos la introduccio´n de nuevos te´rminos de interaccio´n [38], hasta el orden
cuadra´tico y que involucren campos auxiliares en la accio´n S, con la esperanza de
reducir las restricciones sobre los campos materiales.
Cuando en el contexto de la electrodina´mica masiva se estudia la accio´n de Proca,
cuya densidad Lagrangiana es de la forma LP = −14 F µνFµν − m
2
2
AµAµ, existe una
forma de recuperar la invariancia de calibre mediante la incorporacio´n de un campo
escalar auxiliar de Stu¨ckelberg, ω(x) de manera que la versio´n invariante de calibre
de la accio´n de Proca se consigue ahora con la nueva densidad definida como
LPω = −1
4
F µνFµν − m
2
2
(Aµ + ∂µω)(Aµ + ∂µω) , (312)
donde se demandanda que el campo vectorial transforme como Aµ −→ A′µ = Aµ+∂µθ,
y el escalar como ω −→ ω′ = ω − θ, para garantizar que la accio´n SPω =
∫
d4ξ LPω
sea invariante de calibre.
Siguiendo esta idea, introduciremos una nueva accio´n, S ′ con las definiciones de
Jα y Hαβ como funcionales de la me´trica y los campos materiales, y (Wα)
µ
ν las
componentes de un campo auxiliar que transforma como la conexio´n GL(3, R), es
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decir
S ′ = κ
∫
d3x
√−g(− 1
4
tr FαβFαβ + Λ(λ) + ℓ(g, ψ) + 4πG trM
αβ(g, ψ)Fαβ
+ tr Jα(Aα −Wα) + trHαβ(Aα −Wα)(Aβ −Wβ)
)
.
(313)
La forma en como se acopla el campo auxiliar, garantiza por construccio´n la simetr´ıa
de calibre, ya que la diferencia de dos conexiones sobre la fibra GL(3, R), ”Aα−Wα”
transforma segu´n la representacio´n adjunta del grupo. Esta idea ha sido manejada en
otros contextos, como por ejemplo el estudio de la geometr´ıa singular del espacio de
configuracio´n en teor´ıas de Yang-Mills, en donde es introducido el calibre de fondo
[68].
Seguidamente ensayamos una propuesta simple para las componentes de Jα y Hαβ
en te´rminos exclusivos de la me´trica y los campos materiales
(Jβ)µν ≡ (d1 + d2ψ)εβµν , (314)
(Hαβ)µν ≡ a1 gαβgµν + a2 gαµgβν + a3 gανgβµ , (315)
con los para´metros reales d1, d2, a1, a2 y a3.
De la accio´n (313), se obtienen las ecuaciones de movimiento para Wα
J
β +Hαβ(Aα −Wα) + (Aα −Wα)Hβα = 0 , (316)
estableciendo que las ecuaciones de movimiento de la conexio´n Aα se mantienen igua-
les a las obtenidas de (277) con N = 3, o sea sin los te´rminos de campos auxiliares.
La ecuacio´n (316) sugiere adema´s un ansatz para los campos auxiliares:
(Aα −Wα)µν = (θ1 + θ2ψ) εαµν , (317)
con θ1 y θ2 para´metros reales. Este ansatz, au´n cuando no posea la dependencia
ma´s general posible en el campo ψσβ , es suficiente y consistente con la ecuacio´n
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(316). Sustituyendo el ansatz (317) en (316), se obtienen las siguientes relaciones
entre para´metros
d1 = 2(a2 − a1)θ1 , (318)
d2 = 2(a2 − a1)θ2 . (319)
Si se quiere explorar el l´ımite de torsio´n nula, se deben introducir los v´ınculos de
torsio´n (271) en la accio´n (313), de manera que ahora escribimos
S ′′ = κ
∫
d3x
√−g(− 1
4
tr FαβFαβ + Λ(λ) + ℓ(g, ψ) + 4πG trM
αβ(g, ψ)Fαβ
+ tr Jα(Aα −Wα) + trHαβ(Aα −Wα)(Aβ −Wβ) + κ−3Cαµν(Aµ)αν
)
.
(320)
Las ecuaciones de movimiento de la conexio´n y los campos auxiliares, conducen
nuevamente a las condiciones (293)-(295). As´ı, tomando la fijacio´n particular (286) y
que los campos materiales poseen un tensor momento-energ´ıa conservado, ec. (288),
la ecuacio´n de movimiento para los dreibeins provenientes de (320), es
P σd
[
ψαβ , e
µ
a, Rαβ
]
+Qσd
[
eµa, Rαβ
]
+ trHαβ(Aα −Wα)(Aβ −Wβ) eσd +
+
1√−g tr
δ
√−gJβ
δeσd
(Aβ −Wβ) + tr δH
αβ
δeσd
(Aα −Wα)(Aβ −Wβ) = 0 ,
(321)
que, evaluando sobre las ecuaciones de Einstein (con la ayuda de (305)) y usando
(314), (315) y (317), puede encontrarse un sistema de ecuaciones para los para´metros
libres, para todo ψαβ , es decir
16πGaλ+ 6(a2 − a1)θ12 = −q , (322)
2(8πG)2βa− 16πG(α + 2β)λ = k , (323)
(8πG)2αa+ 24πG(α+ 2β)λ = −k , (324)
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b = (8πG)2(α2 + 2αβ + 3β2) , (325)
θ2 = 0 . (326)
La consistencia con el l´ımite de no acoplamiento gravitacional para el para´metro
b es verificada, ya que es proporcional a G2. En el caso de un campo escalar real no
masivo, el sistema (322)-(326) es resoluble para los para´metros libres a, b, (a1−a2)θ12
y θ2, y quedando el para´metro de acoplamiento a3 libre. En cualquier otro caso (p.
ej., α + 2β 6= 0) ocurrir´ıan restricciones sobre la constante cosmolo´gica.
Debe notarse que, au´n cuando los te´rminos de acoplamiento presentados en (313),
con (314) y (315), no poseen la forma ma´s general posible, la idea de que las res-
tricciones fuertes sobre los campos materiales ψαβ puedan ser evitadas introduciendo
campos auxiliares, ha sido dilucidada.
Si reunimos todas las relaciones de los para´metros involucrados en la introduccio´n
de los campos auxiliares en (313), para el caso particular del campo escalar real no
masivo (α = 1, β = k = −1
2
y q = 0), reescribimos las relaciones (318), (319),
(322)-(326), como
d1 = 2(a2 − a1)θ1 , (327)
d2 = 0 , (328)
8πGaλ+ 9(a2 − a1)θ12 = 0 , (329)
2(8πG)2a = 1 , (330)
b =
3
4
(8πG)2 , (331)
θ2 = 0 , (332)
el cual es un sistema de seis ecuaciones para nueve para´metros, de los cuales siete (a,
b, a1, a2, a3, d1 y d2) son de acoplamiento, siendo a3 libre. Si fijamos por comodidad,
a2 = a3 = 0, los te´rminos de acoplamiento con campos auxiliares evaluados sobre
estos para´metros adquieren cierta forma familiar
tr Jα(Aα −Wα) = d1 εαµν (Aα −Wα)νµ , (333)
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trHαβ(Aα −Wα)(Aβ −Wβ) = a1 tr (Aµ −Wµ)(Aµ −Wµ) , (334)
con una relacio´n de restriccio´n para los para´metros d1 y a1, dada por
36πGd1
2 = −λa1 . (335)
Las relaciones (333) y (334), sugieren que en lugar de la accio´n (313), pudie´semos
haber comenzado con otra, de una forma similar a la del modelo de Proca
S ′ = κ4−N
∫
d3x
√−g(− 1
4
tr FαβFαβ + Λ(λ) + ℓ(g, ψ) + 4πG trM
αβ(g, ψ)Fαβ
+ tr Jα (Aα −Wα) + µ
2
2
tr (Aµ −Wµ)(Aµ −Wµ)
)
,
(336)
con
(Jα)µν = J0 ε
αµ
ν , J0 = constante , (337)
exhibiendo un te´rmino de acoplamiento minimal con una corriente ide´nticamente
conservada, Jα y otro cuadra´tico, al estilo de el de Proca con ”masa” µ (obse´rvese
que, en virtud de (334) y (335), en espacios de dS se podr´ıa tener µ2 < 0).
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4.3) La gravedad topolo´gicamente masiva
La incorporacio´n de te´rminos masivos en teor´ıas de gravedad ha sido implementada
desde distintos puntos de vista. Una construccio´n posible es la de agregar a la accio´n
de Hilbert-Einstein, SHE un te´rmino de Fierz-Pauli [69], el cual es cuadra´tico en la
fluctuacio´n de la me´trica hµν = gµν−ηµν , es decir S = SHE+m2
∫
d4x
√−g (hµνhµν−
h2). Otra via posible es, la llamada gravedad topolo´gica masiva [58] (GTM), en la
que el te´rmino de Fierz-Pauli es reemplazado por uno de tipo Chern-Simons (CS)
no abeliano, construido con los s´ımbolos de Christoffel. Es bien sabido que en 2+1
dimensiones, tanto la accio´n de Hilbert-Einstein como la accio´n de CS no propagan
grados de libertad por separado, pero al combinarlas en la GTM se obtiene una teor´ıa
que describe exitaciones masivas en 2+1.
Si se agrega un te´rmino de tipo cosmolo´gico a la GTM, se tiene la gravedad
topolo´gica masiva con constante cosmolo´gica [65] (GTMλ), cuya accio´n es de la forma
S =
1
κ2
∫
d3x
√−g(R + λ) + 1
κ2µ
SCS , (338)
donde SCS es la accio´n de CS. En un espacio-tiempo Riemanniano, la extremal de la
accio´n (338) respecto a variaciones en la me´trica, conduce a la ecuacio´n de movimiento
Rµν − g
µν
2
R− λgµν + 1
µ
Cµν = 0 , (339)
donde
Cµν = εµαβ∇α(Rνβ − 1
4
δνβR) , (340)
es el tensor de Cotton. La traza de la ecuacio´n (339) proporciona una condicio´n de
consistencia para el tensor de Ricci
R = −6λ . (341)
Si se manipula (339) mediante contracciones con el tensor de levi-Civita y tomando
la divergencia, es posible escribir una ecuacio´n de propagacio´n masiva para el tensor
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de Ricci, o sea
(− µ2)Rµν −RαβRαβgµν + 3RαµRαν + µ
2
3
Rgµν − 3
2
RRµν +
1
2
R2gµν = 0 ,
(342)
donde  = ∇µ∇µ.
A la expresio´n (339) la llamaremos la ecuacio´n de la GTMλ, y sera´ nuestra con-
dicio´n de consistencia con vistas a explorar la versio´n topolo´gicamente masiva de la
formulacio´n GL(3, R) de gravedad, lo cual sera´ seguidamente abordado.
4.3.1) Formulacio´n de calibre GL(3, R) topolo´gica masiva
El modelo libre consistente con la gravedad de Einstein en el l´ımite de torsio´n
nula, esta´ representado por la accio´n invariante de calibre GL(3, R)
S(2+1)o = κ
∫
d3x
√−g (−1
4
tr FαβFαβ + λ
2) , (343)
donde λ es la constante cosmolo´gica.
Existen otras formas, adema´s de agregar una constante cosmolo´gica, para obtener
soluciones no planas de la gravitacio´n en dimensio´n 2+1. En el contexto de la formu-
lacio´n de calibre discutida en este trabajo, se implemento´ un procedimiento (§4.2) que
copia la idea del presentado en el estudio de la accio´n del modelo de Proca invarian-
te de calibre, el cual es cla´sica y cua´nticamente equivalente al modelo original (312)
(por ejemplo ver la referencia [70]), y se extiende la idea de los campos de Stu¨ckelberg
al caso no abeliano con la introduccio´n de la conexio´n de fondo GL(3, R) o campo
auxiliar, Wα.
No obstante, en esta seccio´n estamos interesados en ensayar la introduccio´n de
un te´rmino de origen topolo´gico. Entonces, el modelo de la formulacio´n de cali-bre
GL(3, R) de la gravedad topolo´gicamente masiva con constante cosmolo´gica (CGTMλ),
es introducido de la forma
SCGTMλ = S
(2+1)
o +
mκ
2
∫
d3x ǫµνλ tr
(
Aµ∂νAλ +
2
3
AµAνAλ
)
, (344)
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la cual, por construccio´n es invariante de calibre a menos de un te´rmino de borde
proporcional al winding number, W (U) ≡ −1
3
∫
d3x ǫµνλ trU−1∂µUU−1∂νUU−1∂λU ,
con U ∈ GL(3, R).
Siguiendo la idea de Palatini, consideramos variaciones independientes en la cone-
xio´n Aµ y los dreibeins e
µ
a (o la me´trica) sobre la accio´n (344). La extremal de e´sta
conduce a las siguientes ecuaciones de movimiento
1√−g ∂µ(
√−g Fλµ) + [Fµλ,Aµ]− m
2
εµνλFµν = 0 , (345)
Tµν(F) + κλ
2 gµν = 0 . (346)
Exploremos el l´ımite de torsio´n nula. Para esto, recurrimos a los v´ınculos de torsio´n
(271) y consideraremos que en dimensio´n N = 3, los multiplicadores de Lagrange
Cαµν con la propiedad de antisimetr´ıa (272), pueden ser reemplazados por otros de
dos ı´ndices, Cαµ. Entonces, la accio´n CGTMλ con v´ınculos es
S ′CGTMλ = SCGTMλ + κ
−2
∫
d3x
√−g Cαβ εβλσ(Aλ)ασ . (347)
Con esta accio´n, la ecuacio´n de movimiento correspondiente a la conexio´n evaluada
sobre los v´ınculos de torsio´n, es
∇µ(Fλµ)σα −
m
2
εµνλ(Fµν)
σ
α
+ κ−3Cαβ εβλσ = 0 , (348)
y escrita en te´rminos del tensor de Ricci, es
∇µRσλ −∇λRσµ −mενρσ(gλνRµρ − gµνRλρ − R
2
gλνgµρ) + κ
−3Cµβ εβσλ = 0 . (349)
La ecuacio´n de los dreibeins evaluada sobre los v´ınculos de torsio´n sigue siendo, obvia-
mente (346). As´ı, las ecuaciones (349) y (346) pueden ser vistas como un sistema de
9+6=15 ecuaciones para las 6 componentes del tensor de Ricci y los 9 multiplicadores
de Lagrange.
Procediendo de forma similar al caso libre, usamos la ecuacio´n de movimiento en
te´rminos del tensor de Ricci, (349) la manipulamos (tomando trazas y contrayendo
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con el tensor de Levi-Civita) y obtenemos los multiplicadores y una condicio´n para
la curvatura escalar, o sea
κ−3Cµν = mR
6
gµν , (350)
R = constante , (351)
siendo esta ultima relacio´n consistente con la GTMλ. Sustituyendo (350) en (348),
obtenemos
∇µFλµ − m
2
εµνλFµν +
mR
6
Eλ = 0 , (352)
donde hemos definido el objeto matricial antisime´trico, Eλ con componentes (Eλ)σα
≡ εαλσ. Equivalentemente, tambie´n podemos evaluar (349) en (350), de manera que
∇µRσλ −∇λRσµ −mενρσ(gλνRµρ − gµνRλρ − 2
3
Rgλνgµρ) = 0 . (353)
En (352) observamos un te´rmino dependiente en la curvatura escalar, que como
veremos, existe una solucio´n para (346) que expresa que tal te´rmino puede ser de
origen cosmolo´gico. Para confirmar esto, escribimos el tensor de Belinfante en funcio´n
del tensor de Riemann, considerando la relacio´n (262), es decir
Tµν(F) = κ(R
σ
ρµβR
ρ
σν
β − gµν
4
RσραβR
ρ
σ
αβ) , (354)
y como el tensor de Riemann en 2+1 dimensiones esta´ expresado en te´rminos exclu-
sivos del tensor de Ricci, mediante Rλµνρ = gλνRµρ − gλρRµν − gµνRλρ + gµρRλν −
R
2
(gλνgµρ− gλρgµν), se puede hacer lo propio con Tµν(F). Entonces, la ecuacio´n de los
dreibeins, (346) se reduce a
2RσµR
σ
ν − 2RRµν − gµνRσρRσρ + 3
4
gµνR
2 + gµνλ
2 = 0 . (355)
Podemos explorar soluciones de tipo curvatura escalar constante (condicio´n de con-
sistencia), y particularmente de la forma Rµν =
R
3
gµν . Sustituyendo e´sta en (355) se
obtiene
R = ±6|λ| , (356)
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es decir se tienen soluciones de tipo dS/AdS, las cuales satisfacen ide´nticamente (como
es de esperarse) a la ecuacio´n de movimiento (353). Obse´rvese que el caso particular
λ = 0 conduce necesariamente a R = 0, lo cual es la condicio´n de consistencia del
tensor de Riemann en el contexto de la GTM [58].
Finalmente, comentaremos sobre dos aspectos interesantes del modelo de la formu-
lacio´n de calibre GL(3, R) de la gravedad topolo´gicamente masiva, los cuales estan
relacionados con la consistencia de la ecuacio´n de movimiento (353) con la de la
GTMλ, ec. (339), y por otro lado, la obtencio´n de la ecuacio´n de propagacio´n masiva
para el tensor de Ricci. Inmediatamente podemos ver que, contrayendo la ecuacio´n
(353) con el tensor de Levi-Civita, se obtiene
Rµν − gµν
3
R +
1
m
εµ
αβ ∇αRνβ = 0 , (357)
la cual es consistente con (339), si fijamos
m = µ , (358)
y a (351) como
R = −6λ . (359)
Esta consistencia sugiere que, de haber soluciones no triviales, e´stas deben propa-
gar de una manera causal y masiva, como en GTMλ. En efecto, tomando la divergencia
de (353), escribimos
(−m2)Rµν − RαβRαβgµν + 3RαµRαν + m
2
3
Rgµν − 3
2
RRµν +
1
2
R2gµν = 0 ,
(360)
la cual es equivalente a la ecuacio´n de propagacio´n del tensor de Ricci en la GTMλ,
(342), bajo (358) y (359).
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5)Conclusiones
El procedimiento que conduce a la accio´n reducida de una teor´ıa dada, ha resultado
ser una herramienta muy u´til con miras a no solo examinar los grados f´ısicos de
libertad que se propagan, sino hacia la obtencio´n de los corchetes de Dirac via los
de Poisson inducidos en la superficie de los v´ınculos, sin pasar por el extenuante
procedimiento esta´ndar del formalismo de Dirac.
En el contexto anterior, el proceso de reduccio´n de la teor´ıa autodual de esp´ın 2
en dimensio´n 2+1 (Cap´ıtulo 2), se realizo´ mediante las descomposiciones transverso-
longitudinal o tranversal-sin traza, que en cualquier caso, se recupera la forma cano´ni-
ca esperada, correspondiente a una excitacio´n masiva: Sad
(2)∗ =
∫
d3x{PQ˙ − 1
2
P 2 +
1
2
Q(∆ − m2)Q}. Es importante notar que au´n cuando existe el procedimiento de
descomposicio´n covariante de los proyectores, e´ste no se ha implementado en toda su
amplitud, pues teniendo en mente el problema de un espacio-tiempo curvo, es cono-
cido el obsta´culo que representa la imposibilidad de definir las potencias arbitrarias
del D’Alembertiano.
La prueba directa de la consistencia de una teor´ıa cua´ntica de campo relativista,
pasa por la obtencio´n expl´ıcita de los generadores Pµ y J µν que deben satisfacer el
a´lgebra de Poincare´. Estos generadores son calculados en te´rminos de las variables
cano´nicas fundamentales, Q y P , asociadas al u´nico grado de libertad propagado.
El esp´ın aparece a trave´s de una contribucio´n singular infrarroja, cuando los gene-
radores de boosts de Lorentz (J i0) son calculados. Sin embargo, esta singularidad es
evitable mediante el procedimiento bien conocido de realizar un cambio de fase en los
operadores creacio´n-aniquilacio´n y la fijacio´n del para´metro de esp´ın, s = 2.
A nivel del a´lgebra de Poincare´, la singularidad infrarroja se manifiesta a trave´s
de una ”anomal´ıa” (A) en la misma, cuando se calcula el corchete de los boosts
de Lorentz, i[J i0 , J j0] = ǫij(J − A). Esto debe ser as´ı, pues en algu´n momento
debe reflejarse el hecho de que no se trata de un campo de esp´ın 0. No obstante,
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como ocurre con los generadores, la transformacio´n de fase que permite remover
la singularidad infrarroja de los boosts, aqu´ı se encarga de eliminar la ”anomal´ıa”,
tenie´ndose como es de esperarse que i[J i0 , J j0] = ǫij J , con la fijacio´n s = 2. Es
de insistirse en que la teor´ıa autodual de esp´ın 2, descrita por la accio´n Sad
(2) =
m
2
∫
d3x(ǫµνλhµ
α∂νhλα − m(hµνhνµ − h2)) es invariante relativista por construccio´n,
razo´n por la cual la ”anomal´ıa” discutida es solo una expresio´n de la singularidad
infrarroja y no de alguna inconsistencia intr´ıseca en el cara´cter covariante de la misma.
En este sentido, queda por evaluarse el a´lgebra de Schwinger [71], lo cual para el caso
de esp´ın 2 resulta ser un proceso laborioso.
Seguidamente (Cap´ıtulo 3), extendimos la teor´ıa autodual de esp´ın 2 al caso de
un espacio-tiempo curvo, introduciendo te´rminos de acoplamiento no minimales con
la gravedad en la accio´n:
Sadg
(2) =
∫
d3x
2
√−g[mεµνλhµα∇νhλα + Ωαβσλ(Rµν , gρω) hαβhσλ] .
All´ı, mostramos que si se demanda la consistencia en el conteo de grados de liber-
tad, en estrecha analog´ıa con el caso plano, no solo aparecen restricciones sobres los
para´metros libres (a1, ..., a7), sino sobre el mismo espacio-tiempo. Como ejemplo de
esto u´ltimo, los espacios de dS/AdS son un caso particular en los que tanto el nu´mero
de grados de libertad es consistente, como la propagacio´n es causal.
No obstante, ocurre un efecto (ya reportado en otros contextos [4],[5]) como lo es
el de la existencia de valores prohibidos de la masa, con la finalidad de mantener una
descripcio´n consistente de un campo sime´trico, transverso y sin traza. Ocurren dos
tipos de valores prohibidos de masa. Por un lado, en el contexto de la teor´ıa plana se
tiene
m 6= 0 ,
el cual proviene del hecho de que el l´ımite de masa cero del modelo autodual conduce
a una teor´ıa sin grados de libertad locales. Adicionalmente, la condicio´n m 6= 0 hace
que no haya una versio´n invariante conforme de la teor´ıa autodual.
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Por otro lado, en el contexto de los espacios de dS/AdS aparecen las restricciones
6M4 −Rm2 6= 0 ,
M2 ≡ m2 + σR 6= 0 ,
que pueden ser interpretadas como que el para´metros m del campo autodual en
dS/AdS posee valores prohibidos. Estas restricciones deben ocurrir para que los
v´ınculos Lagrangianos en estos tipos de espacio-tiempo, describan consistentemen-
te un campo sime´trico, transverso y sin traza, que propaga causalmente una sola
excitacio´n. Adema´s, ambas restricciones tienen informacio´n del background y consis-
tentemente equivalen a m 6= 0 en el l´ımite plano. No obstante, la restriccio´n M2 6= 0
en el modelo autodual acoplado con dS/AdS juega un rol ma´s parecido a m2 6= 0 en
la versio´n plana, pues adema´s de mantener la no invariancia conforme, el valor cr´ıtico
M2 = 0 revela el cara´cter discont´ınuo de la teor´ıa.
Es posible examinar el u´nico grado de libertad descrito por la teor´ıa, mediante
una aproximacio´n local del procedimiento de la accio´n reducida, en el cual se realiza
una descomposicio´n transverso-sin traza de la parte sime´trica del campo autodual, y
posteriormente se ”proyecta” este campo en el espacio plano tangente en sus partes
h(s)Ttab
±
(ξ), correspondientes a la propagaciones de esp´ın ±2.
En el Cap´ıtulo 4, revisamos una posible formulacio´n de tipo Yang-Mills para la
gravitacio´n, basada en el fibrado de referenciales con espacio base un espacio-tiempo
N -dimensional me´trico compatible con torsio´n. All´ı, mostramos que esta formulacio´n
libre es consistente con las soluciones de tipo dS/AdS, si la constante cosmolo´gica
contribuye de manera cuadra´tica en la accio´n. Esto significa, al menos a nivel cla´sico
la equivalencia entre la formulacio´n original de Einstein y una de tipo Yang-Mills.
Seguidamente, ensayamos un esquema covariante de acoplamiento no minimal con
campos materiales, observa´ndose que en general (esto es, sin imponer ma´s condiciones
sobre los campos materiales que la que significa pedir que el tensor momento-energ´ıa
asociado a e´stos, sea conservado) las ecuaciones de campo obtenidas son consistentes
con las de Einstein si se imponen ciertas restricciones sobre la materia. Este hecho
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pudiese sugerir la idea de que estamos viendo ”la otra cara de la moneda”, en el sentido
de que en el Cap´ıtulo 3 se discutio´ co´mo hay que restringir al campo gravitacional
para que una teor´ıa de esp´ın alto sea consistente. Pero aqu´ı, siendo la gravitacio´n el
objeto dina´mico, deben restringirse la forma de los campos materiales vistos como
fuentes.
No obstante, como discutimos en el escenario 2+1 dimensional, la introduccio´n de
campos auxiliares remueve las restricciones sobre los campos materiales. Quedar´ıan
por explorarse otros esquemas de acoplamiento donde se incluyan otras clases de
campos (fluidos, campos electromagne´ticos, etc.) que involucren dependencia en la
me´trica y la conexio´n, as´ı como la incorporacio´n de objetos extendidos como cuerdas.
De igual manera, en el contexto de la teor´ıa libre de materia podr´ıa emprenderse la
bu´squeda de soluciones de tipo monopolo, donde posiblemente las soluciones de tipo
Schwarszchild fuesen modeladas por ansatz de tipo Wu-Yang como ocurre en el caso
de las teor´ıas de Yang-Mills con el grupo SU(2) [72].
Por u´ltimo, presentamos brevemente el modelo correspondiente a la formulacio´n
de calibre GL(3, R) topolo´gicamente masiva con constante cosmolo´gica (CGTMλ),
cuya accio´n es
SCGTMλ = κ
∫
d3x
√−g (− 1
4
tr FαβFαβ + λ
2 +
m
2
ǫµνλ tr
(
Aµ∂νAλ +
2
3
AµAνAλ
))
,
con (Aµ)
α
β
= Γαµβ y (Fαβ)
µ
ν
= Rµναβ . All´ı observamos que el l´ımite de torsio´n
nula posee no solo soluciones (triviales) de tipo dS/AdS, sino que las soluciones no
triviales son consistentes con las de la gravedad topolo´gica masiva cosmolo´gicamente
extendida (GTMλ), dada por
SGTMλ =
1
κ2
∫
d3x
√−g(R + λ) + 1
κ2µ
SCS ,
y que, por tanto la teor´ıa posee propagaciones masivas y causales. En pocas pala-bras,
esta consistencia dina´mica entre una teor´ıa de tipo lineal en la curvatura escalar con
otra de tipo cuadra´tico en el tensor de Riemann-Christoffel, radica en que la forma
en como las primeras derivadas del tensor de Ricci contribuyen en la ecuacio´n de la
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GTMλ (via el tensor de Cotton), es reproducida con el l´ımite de torsio´n nula por la
ecuacio´n de campo de la CGTMλ, aqu´ı expuesta. El estudio de la linealizacio´n de la
CGTMλ, la obtencio´n de las cargas conservadas a e´sta, as´ı como el de la construc-
cio´n de un esquema consistente de acoplamiento con campos materiales, son tareas
pendientes.
Finalizamos diciendo que, a diferencia de simplemente tratarse de una teor´ıa de
Yang-Mills con grupo de calibreGL(3, R) ma´s un te´rmino de tipo Chern-Simons y otro
cosmolo´gico, aqu´ı es posible recuperar el l´ımite de torsio´n nula, lo cual proporciona
cierto grado de extensio´n conceptual con respecto a lo que ser´ıa, simplemente un caso
no abeliano de la electrodina´mica topolo´gica masiva.
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6) Ape´ndices
Ape´ndice A: Proyectores.
Los operadores de proyeccio´n [57] proyectan al campo hµν en sus diferentes partes
irreducibles, y ellos constituyen una particio´n de la ”unidad”, como veremos.
Comenzamos con el caso de tensores de rango 1, introduciendo los operadores
∂̂µ ≡ ∂
µ

1
2
, (A,1)
que satisfacen
∂̂µ∂̂µ = 1 . (A,2)
Puede entenderse como actu´a ∂̂µ en el espacio de Fourier, si tomamos
φ(x) =
1
(2π)3
∫
d3k e−ik
νxν φ¯(k) , (A,3)
entonces
∂̂µφ(x) = − i
(2π)3
∫
d3k e−ik
νxν
kµ√−kαkα
φ¯(k) . (A,4)
Seguidamente, introducimos el proyector transverso
Pµ
ν ≡ δµν − wµν . (A,5)
donde wµ
ν ≡ ∂̂µ∂̂ν . El proyector Pµν mapea cualquier campo vectorial en su parte
transversa
Pµ
νVν ≡ V T µ =⇒ ∂̂νV T ν = 0 . (A,6)
Es bien conocido que la parte de esp´ın 1 de un campo vectorial esta´ contenida en su
parte transversa V T ν , la cual tiene dos posibles helicidades. Podemos proyectar V
T
ν
sobre e´stas con los proyectores P±µ
ν , definidos como sigue
P±µ
ν ≡ 1
2
(Pµ
ν ± ξµν) , (A,7)
86
donde hemos introducido el operador
ξµ
ν ≡ ǫµλν ∂̂λ , (A,8)
siendo la ”ra´ız cuadrada” de Pµ
ν (ver (A.9b)) y es sensible bajo cambios de paridad.
As´ı, los proyectores P±µ
ν tambie´n son paridad dependientes.
Los operadores Pµ
ν , P±µ
ν y ξµ
ν , verifican el a´lgebra
Pµ
νPν
σ = Pµ
σ , (A,9a)
ξµ
νξν
σ = Pµ
σ , (A,9b)
Pµ
νξν
σ = ξµ
νPν
σ = ξµ
σ , (A,9c)
P±µνPνσ = PµνP±νσ = P±µσ , (A,9d)
P±µ
νξν
σ = ξµ
νP±ν
σ = ±P±µσ . (A,9e)
Entonces, la descomposicio´n de la unidad para los campos vectoriales es
1µ
ν = P+µ
ν + P−µ
ν + wµ
ν , (A,10)
donde wµ
ν representa el proyector de la parte de esp´ın 0.
Ahora veamos la prescripcio´n para los proyectores de tensores de rango 2. Una
descomposicio´n sime´trico-antisime´trico de la unidad, 1αβ
µν ≡ δαµδβν es realizada
1 = S + A , (A,11)
donde
Sαβ
µν =
1
2
(δα
µδβ
ν + δα
νδβ
µ) , (A,12a)
Aαβ
µν =
1
2
(δα
µδβ
ν − δανδβµ) . (A,12b)
La parte de esp´ın 2 de hµν esta´ en la componente sime´trica, transverso y sin traza,
hTtµν (h
Tt
µν = h
Tt
νµ, h
Ttµ
µ = 0 y ∂
µhTtµν = 0). La parte de esp´ın 1 se encuentra
tomando la divergencia sobre cualquier ı´ndice, y la de esp´ın 0 a trave´s de la traza o
una doble divergencia. As´ı, hµν tiene nueve componentes, de las cuales extraemos seis
con S y tres con A, quedando repartidas como
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S : parte sime´trica (6)
2 con esp´ın 2
2 con esp´ın 1
2 con esp´ın 0
A : parte antisime´trica (3)
2 con esp´ın 1
1 con esp´ın 0
Entonces, para la parte sime´trica, los proyectores que extraen las partes de esp´ın
2, esp´ın 1 y esp´ın 0 de h(s)αβ ≡ Sαβµνhµν , son
PS
2
αβ
µν
=
1
2
(Pα
µPβ
ν + Pα
νPβ
µ − PαβP µν) , (A,13a)
PS
1
αβ
µν
=
1
2
(Pα
µwβ
ν + Pα
νwβ
µ + Pβ
µwα
ν + Pβ
νwα
µ) , (A,13b)
PS
0
αβ
µν
=
1
2
PαβP
µν , (A,13c)
PW
0
αβ
µν
= wαβw
µν , (A,13d)
respectivamente. Puede observarse que PS
2 es transverso y sin traza, como es requeri-
do para una parte de esp´ın 2. PS
1 es una construccio´n sime´trica donde una divergencia
es tomada y luego es proyectad en la parte transversa. Para esp´ın 0, el objeto PW
0
toma una doble divergencia y PS
0 esta´ relacionado con la traza. Finalmente, (A.13)
es la descomposicio´n de S
S = PS
2 + PS
1 + PS
0 + PW
0 . (A,14)
De una manera ide´ntica, se puede obtener la descomposicio´n de A. Los proyectores
de esp´ın 1 y 0 son
PE
1
αβ
µν
=
1
2
(Pα
µwβ
ν − Pανwβµ − Pβµwαν + Pβνwαµ) , (A,15a)
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PB
0
αβ
µν
=
1
2
(Pα
µPβ
ν − PανPβµ) , (A,15b)
y la unidad, 1 = S + A es escrita as´ı
1 = PS
2 + PS
1 + PS
0 + PW
0 + PE
1 + PB
0 . (A,16)
La proyeccio´n en cada parte de hµν puede particularizarse au´n ma´s si consideramos
la helicidad debido a que cada componente de esp´ın no nulo tiene dos helicidades
posibles. De hecho, la traza de cualquier proyector de esp´ın no nulo da 2, lo que
corresponde a la dimensio´n del subespacio en que se proyecta. En particular, para la
parte de esp´ın 2 se reconocen sus dos partes
hTtµν
± ≡ 1
2
(
hTtµν ± 1
2
(ξµ
αδν
β + ξν
βδµ
α)hTtαβ
)
. (A,17)
Por lo tanto, se tiene
P±S
2
αβ
µν
=
1
4
(P±α
µPβ
ν + P±α
νPβ
µ + P±β
µPα
ν + P±β
νPα
µ − PαβP µν) , (A,18)
y ya que Pµ
ν = P+µ
ν + P−µν , se muestra
P±S
1
αβ
µν
=
1
2
(P±α
µwβ
ν + P±α
νwβ
µ + P±β
µwα
ν + P±β
νwα
µ) , (A,19a)
P±E
1
αβ
µν
=
1
2
(P±α
µwβ
ν − P±ανwβµ − P±βµwαν + P±βνwαµ) , (A,19b)
y
PS
2 = P+S
2 + P−S
2 , (A,20a)
PS
1 = P+S
1 + P−S
1 , (A,20b)
PE
1 = P+E
1 + P−E1 . (A,20c)
As´ı, en dimensio´n 2 + 1 se tiene un proyector para cada parte irreducible de hµν .
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Ape´ndice B: Gravedad en 3D y espacios de dS/AdS.
Consideremos una variedad N -dimensional, M provista con me´trica gµν y signa-
tura Lorentziana (−1,+1, ...,+1). Adema´s, a los puntos de la variedad le podremos
asignar cartas con coordenadas curvil´ıneas xµ y localmente planas ξa.
Mediante la introduccio´n de la conexio´n af´ın (Γλµν) y la de esp´ın (ωµb
a), se define
la derivada covariante de objetos mixtos, como sigue
DµVν
a = ∂µVν
a + ωµb
aVν
b − ΓλµνVλa , (B,1a)
DµV
νa = ∂µV
νa + ωµb
aV νb + ΓνµλV
λa , (B,1b)
DµVνa = ∂µVνa − ωµabVνb − ΓλµνVλa , (B,1c)
DµV
ν
a = ∂µV
ν
a − ωµabV νb + ΓνµλV λa . (B,1d)
En el caso de la derivacio´n covariante sobre objetos con ı´ndices puramente cur-
vil´ıneos usaremos el s´ımbolo∇µ, indicando la no inclusio´n de la correccio´n de conexio´n
de esp´ın.
Seguidamente, el tensor de curvatura de Riemann (Rσανµ) y el de torsio´n (T
λ
µν)
pueden ser introducidos via
[∇µ,∇ν ]Vα ≡ −RσανµVσ − T λµν∇λVα , (B,2)
con el tensor de torsio´n dado por T λµν ≡ Γλµν−Γλνµ = eλa(∂µeνa−∂νeµa+ωµνa−ωνµa).
Para todo V α, la relacio´n (B,2) implica que el tensor de curvatura tiene la forma
Rσαµν = ∂νΓ
σ
µα − ∂µΓσνα + ΓλµαΓσνλ − ΓλναΓσµλ , (B,3)
y el de Ricci viene dado por la contraccio´n Rαµαν = Rµν .
Es bien conocido que el tensor de Riemann-Christoffel puede ser descompuesto en
te´rminos del tensor de Ricci, su contraccio´n y el tensor conformal de Weyl (Cλµνσ),
como sigue
Rλµνσ =
1
N − 2 (gλνRµσ − gλσRµν − gµνRλσ + gµσRλν)+
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− R
(N − 1)(N − 2) (gλνgµσ − gλσgµν) + Cλµνσ . (B,4)
Si enfocamos nuestro intere´s en 3D, donde el tensor de Weyl es ide´nticamente nulo,
vemos que el tensor de curvatura queda expresado en te´rminos exclusivos de el de
Ricci y su contraccio´n. Particularmente miraremos los espacios de dS (λ > 0) y AdS
(λ < 0), los cuales esta´n gobernados por la ecuacio´n de campo de Einstein
Gµν − λ gµν = 0 , (B,5)
donde
Gµν ≡ Rµν − gµν
2
R , (B,6)
es el tensor de Einstein. Con esto, escribimos el tensor de curvatura en dS/AdS en
3D
Rλµνσ =
R
6
(gλνgµσ − gλσgµν) , (B,7)
con
R = −6λ . (B,8)
Si nos restringimos a espacios sin torsio´n recuperamos la forma sime´trica de la
conexio´n af´ın (s´ımbolos de Christoffel), es posible hallar una solucio´n para la ecuacio´n
(B,5), pensando en una me´trica esta´tico-estacionaria en coordenadas ”polares” de la
forma dS2 = −eA(r)dt2 + eB(r)dr2 + r2dθ2, que al ser utilizada en la definicio´n del
tensor de Ricci, la ecuacio´n (B,5) se traduce en un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales para la funciones A(r) y B(r). Imponiendo las condiciones de contorno
adecuadas (como la del l´ımite Minkowskiano cuando λ→ 0), se obtiene la forma
dS2 = −(1 − λr2)dt2 + 1
1− λr2 dr
2 + r2dθ2 . (B,9)
Es bien conocido que esta me´trica puede inducirse a partir de un hiperboloide
embebido en un espacio-tiempo 3+1 dimensional. Particularmente, el hiperboloide de
de Sitter es
−(Xo)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 = 1
λ
, (B,10)
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donde XA con A = 0, ..., 3 son las coordenadas del espacio-tiempo 3+1 al cual se le
provee una me´trica de tipo
dS2 = ηABdX
AdXB = −(dXo)2 + (dX1)2 + (dX2)2 + (dX3)2 , (B,11)
cuya signatura refleja el hecho de que el grupo isometr´ıas en dS es isomorfo a SO(3, 1).
Entonces, si se ensaya la transformacio´n (consistente con (B,10))
X3 ±Xo = f(r) e±
√
λ t , (B,12a)
X1 = r cosθ , (B,12b)
X2 = r senθ , (B,12c)
donde f(r) =
√
1
λ
− r2, se puede mostrar fa´cilmente que partiendo de (B,11) se
recupera la me´trica (B,9). (En el caso de Anti de Sitter 2+1, la discusio´n parte consi-
derando una me´trica 3+1 de tipo diag(−1,+1,+1,−1), ya que el grupo de simetr´ıas
en AdS es isomorfo a SO(2, 2) en 3D).
Finalmente, es posible realizar una proyeccio´n estereogra´fica de las coordenadas
XA del hiperboloide con la cual es posible escribir la me´trica en su forma conforme
(p.ej.: gµν = Ω
2(x) ηµν). Tal proyeccio´n puede establecerse como
Xµ =
xµ
1 + λ x2
, (B,13a)
X3 = ± 1√
λ
1
1 + λ x2
, (B,13b)
donde xµ son las coordenadas estereogra´ficas y x2 = ηµνx
µxν . Usando (B,13) reescri-
bimos la me´trica (B,11) como
dS2 = Ω2(x) ηµνdx
µdxν , (B,14)
con Ω2(x) ≡ (1 + λ x2)−1.
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Ape´ndice C: Elementos de la geometr´ıa conformal.
C.1) Mapa de Weyl
Establecemos las transformaciones conformes de la me´trica gµν y los campos φA,
con A un ı´ndice mu´ltiple como los mapas reales (Ω(x) ∈ R) definidos por
g′µν = Ω
2(x)gµν , (C,1a)
g′µν = Ω−2(x)gµν , (C,1b)√
−g′ = ΩN (x)√−g , (C,1c)
φ′A = Ω
W (x)φA , (C,1d)
donde N es la dimensio´n del espacio y W es el ”peso” del campo φA.
A partir de (C,1ab) se obtienen las reglas de transformacio´n conforme de los
s´ımbolos de Christoffel y las contracciones del tensor de curvatura
Γ′ρµν = Γρµν + δρν∂µ ln Ω + δρµ∂ν ln Ω− gµνgρλ∂λ ln Ω , (C,2)
R′µν = Rµν + 2(2−N)Ω−2∂µΩ∂νΩ + (N − 2)Ω−1∇µ∂νΩ +
+(N − 3)gµνΩ−2∂λΩ∂λΩ + gµνΩ−1Ω , (C,3)
R′ = Ω−2R + 2(N − 1)Ω−3Ω + (N − 1)(N − 4)Ω−4∂λΩ∂λΩ . (C,4)
Un me´todo que permite formular la versio´n invariante conforme de una accio´n
dada, es ilustrado por el procedimiento que generalmente es realizado en el caso del
campos escalar real masivo, cuya accio´n original es
S(φ,m) = −1
2
∫
dNx
√−g (gµν∂µφ ∂νφ+m2φ2) . (C,5)
Aqu´ı, se realiza el cambio
m2 −→ ζ(N)R , (C,6)
donde es bien conocido que, para este caso, ζ(N) es una funcio´n de la dimensio´n
ζ(N) = −1
4
(
N − 2
N − 1
)
, (C,7)
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garantiza´ndose la invariancia conforme de S(φ, ζ(N)R) bajo (C,1) y (C,4), con W =
2−N
2
en (C,1d).
C.2) El criterio de Polchinski [73]
Consideremos una accio´n tal que la densidad Lagrangiana depende de los campos,
sus derivadas y la me´trica del espaco-tiempo, de la forma
S =
∫
dNx
√−gL(φA, ∂φA, gµν) . (C,8)
Seguidamente realizamos una transformacio´n conforme infinitesimal Ω(x) = 1+ ω(x)
2
,
con | ω(x) |≪ 1, de manera que
δgµν = ω(x) gµν , (C,9a)
δgµν = −ω(x) gµν , (C,9b)
δφA =
W
2
ω(x)φA . (C,9c)
Entonces si EA(φ) = 0 son las ecuaciones de movimiento de los campos, la varia-
cio´n conforme segu´n (C,9) de la accio´n (C,8) es
δωS =
1
2
∫
dNx
√−g ω(x) (T +WφAEA(φ)) , (C,10)
donde T es la traza del tensor momento-energ´ıa de Belinfante asociado a los campos
φA. De esto sigue que, para todo ω(x) infinitesimal, la accio´n (C,8) es invariante
conforme si
T = −WφAEA(φ) , (C,11)
lo cual equivale a decir que S es invariante conforme si el tensor de Belinfante posee
traza nula sobre las ecuaciones de movimiento de los campos. Como ejemplo de esto,
puede mostrarse que esta condicio´n es satisfecha consistentemente en el caso del cam-
po escalar real con accio´n S(φ, ζ(N)), ya que el tensor de Belinfante es proporcional
a 2−N + 4(1−N)ζ(N).
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Otro caso que puede verificarse, y que da pie para nuestra discusio´n es el corres-
pondiente al caso de la teor´ıa de Chern-Simons abeliana. La accio´n de e´sta teor´ıa
es
SCS =
m
2
∫
d3x ǫµνλaµ∂νaλ , (C,12)
cuya invariancia conforme puede verificarse pensando en que el campo autodual posee
peso conforme W = 0 u observando que el tensor de Belinfante de esta teor´ıa es nulo.
Sin embargo, esta situacio´n cambia cuando pensamos en una suerte de teor´ıa de
Chern-Simons abeliana ”masiva”, podemos pasar a un modelo de tipo autodual de
esp´ın 1, o sea
Sad = −1
2
∫
d3x
√−g (mεµνλaµ∂νaλ +m2gµνaµaν) . (C,13)
Para esta teor´ıa, el tensor de Belinfante es
T µν = m2(aµaν − g
µν
2
aαaα) , (C,14)
y su traza (en la capa de masas)
T = −m
2
2
aαaα 6= 0 , (C,15)
lo cual nos indica que tal teor´ıa no posee invariancia conforme. Este hecho tambie´n
podr´ıa notarse al verse que el peso conformal del campo autodual no esta´ bien definido
cuando se examinan los dos te´rminos que constituyen la accio´n (C,13).
Contrastando con el caso de Chern-Simons puro abeliano, si se desea mantener
un te´rmino cuadra´tico en los campos y buscar la invariancia conforme, entonces uno
podr´ıa pensar en un posible camino a seguir como el de extender el cambio del tipo
(C,6) a
m2 −→ κR , (C,16)
m −→ m(R) , (C,17)
donde κ y m(R) son un para´metro y una funcio´n del escalar de curvatura, respectiva-
mente. Con esto escribimos la accio´n
S(aµ, κ) = −1
2
∫
d3x
√−g (m(R) εµνλaµ∂νaλ + κR gµνaµaν) . (C,18)
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Entonces, realizando una transformacio´n conforme infinitesimal de tipo (C,9) con
φA ≡ aµ, la accio´n (C,18) cambia como
δωS(aµ, κ) = −1
2
∫
d3x
√−g [(δm(R) +Wωm(R)) εµνλaµ∂νaλ+
+ κω(− (1
2
−W )R)aµaµ
]
, (C,19)
y nos dice que la accio´n (C,18) es invariante conforme, para todo aµ(x) y ω(x) si
κ = 0 , (C,20)
δm(R) +Wωm(R) = 0 . (C,21)
La relacio´n (C.20) indica que la invariancia conforme obliga la eliminacio´n del te´rmino
masivo cuadra´tico en los campos, reduciendo la accio´n a una parecida a la de ”Chern-
Simons” pero con un factor m(R). Mientras tanto, la relacio´n (C,21) nos indica que
en el caso de que el campo aµ posea peso conformal cero, simplemente la funcio´n del
escalar de Ricci se reduce a m(R) = constante.
Pensando en el criterio de Polchinski, lo anterior se verifica cuando se calcula el
tensor momento-energ´ıa de Belinfante asociado a aµ, segu´n la accio´n (C,18), y cuya
traza sobre las ecuaciones de movimiento es proporcional al para´metro κ, indicando
que la invariancia conforme demanda la extraccio´n del te´rmino masivo cuadra´tico en
los campos.
Si recordamos particularmente el caso autodual de esp´ın 2 en dS/AdS, se puede
mostrar que una discusio´n similar a lo anterior, ocurre entre el te´rmino lagrangiano de
tipo ”Chern-Simons”, mεµνλhµ
α∇νhλα y el de tipo masivo cuadra´tico, M2 (hµνhνµ −
h2) de la accio´n (219). Esto es as´ı, ya que la traza del tensor de Belinfante sobre las
ecuaciones de movimiento es proporcional a M2, lo que obliga nuevamente a eliminar
el te´rmino cuadra´tico para recuperar la invariancia conformal.
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